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Испитивање своjстава комплексних мрежа са
дискретном динамиком

Сажетак

Комплексне мреже су се у току последње две децениjе показале као изузетно

користан концепт у проучавању карактеристика комплексних система. Потреб-

но jе да се прво издвоjе поjединачни елементи система и интеракциjе између

њих представе помоћу одговараjуће мреже, а затим се проучавање организациjе

система своди на анализу структуре и динамичких процеса на мрежи применом

одговараjуће методологиjе.

Како jе разноврсност реалних система за коjе су доступни подаци коjи омо-

гућаваjу увид у структуру мреже интеракциjа све већа, потребно jе непрекид-

но развиjати нове технике и теориjске моделе коjи могу да обjасне понашање

специфичних система. У овоj дисертациjи изучаване су комплексне мреже са

дискретном динамиком, на основу података везаних за социjалне системе коjи

су организовани кроз колективне активности. Карактеристике мрежа коjе опи-

суjу овакве системе недовољно су проучене. Jедан од главних разлога за то

jе доступност емпириjских података. У наведеним системима интеракциjе из-

међу поjединаца су директне, због чега jе знатно теже доћи до података него

у случаjу социjалних система где поjединци комуницираjу посредством неког

уређаjа.

Посебна пажња посвећена jе испитивању динамике учествовања поjединаца

у колективним активностима. На основу резултата статистичке анализе емпи-

риjских података, показано jе да учествовање поjединаца у колективним ак-

тивностима ниjе насумично и разматрани су математички модели коjи могу

да обjасне активност поjединаца на догађаjима коjа jе изразито хетерогена.

Утврђено jе да се применом генерализованог бинарног Поjиног модела могу

успешно репродуковати посматрани емпириjски резултати.

Користећи ансамбл бипартитних мрежа са задатим параметрима коjи има

максималну ентропиjу, идентификоване су значаjне везе у отежињеноj мрежи



коjе одговараjу релевантним социjалним интеракциjама. Како би се добио увид

у еволуциjу структуре мреже у времену, проучаване су променe локалних струк-

турних параметара након сваког учешћа на догађаjу. Показало се да чланови

система током првих поjављивања на колективним догађаjима образуjу нове

везе са суседима, а затим, са повећањем броjа учешћа на догађаjима, интерак-

циjе са суседима и учвршћивање постоjећих заjедница постаjу доминантни у

поређењу са формирањем нових веза у мрежи.

У циљу испитивања утицаjа коjи поjединачни догађаjи имаjу на структуру

мреже, овде jе предложен приступ где се догађаjи издваjаjу на неколико раз-

личитих начина и посматраjу се промене до коjих долази у структури мреже.

Добиjени резултати показуjу да су на догађаjима са малим броjем учесника

карактеристичне интеракциjе између чланова са jаким везама, за разлику од

великих догађаjа, где су углавном заступљене интеракциjе између поjединаца

са везама коjе се лако раскидаjу.

Кључне речи: комплексне мреже, социофизика, еволуциjа структуре мреже у

времену, моделирање динамичких процеса на мрежи
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Analysis of properties of complex networks with discrete
dynamics

Abstract

In the last two decades, complex networks have been proven as very useful

concept for examination of properties of complex systems. The first step within

this framework is to extract individual elements of the system and to represent

interactions between these elements in the form of complex network. After this step,

the study of complex system organization is reduced to the analysis of structure and

dynamical processes on network with the use of suitable methodology.

The increase in a variety of real systems with available data, which enable insight

into the structure of network of interactions, requires constant development of new

techniques and theoretical models that could explain behavior of specific systems.

In this thesis, we studied complex networks with discrete dynamics using data on

event-based social systems. There has been very little previous research on properties

of networks representing these systems. One of the main reasons is availability of

data. In the given systems individuals interact face-to-face, wherefore it is more

difficult to get the data, than in the case of social systems where individuals use

some communication device to communicate with each other.

Special attention was paid to examination of activity of individuals in group

events. According to the results of statistical analysis of empirical data it has been

shown that individuals do not attend events randomly. We analysed mathematical

models that can explain member’s participation patterns on events which turned

out to be strongly heterogeneous. It has been shown that generalized binary Pólya

model can reproduce given empirical results successfully.

Using bipartite networks ensemble with maximum entropy, we identified significant

connections in weighted network that represent relevant social interactions. In order

to get the insight into evolution of the network structure, we analyzed change of

local structural parameters after each event attendance. It has been shown that

members of the system establish new connections with neighbors during member’s



early involvement in the group activities, while later, as number of attended events

increase, the interactions with neighbors and strenghtening of existing communities

become preferred in comparison to forming new connections in network.

In order to analyse the influence that particular event has on network structure,

we proposed an approach based on event removal according to different criteria and

examination of resulting structural changes in network. The results showed that

interactions between individuals with strong connections are dominant on events

with small number of members, while during the large events typically individuals

with weak connections that could be easily broken interact.

Keywords: complex networks, sociophysics, evolution of network structure in time,

modeling of dynamical processes on network

Scientific field: Electrical and Computer Engineering

Research area: Nanoelectronics and Photonics

UDC number: 621.3
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1.1 Физика комплексних система

Комплексан систем jе поjам коjи се може применити на широку класу система за

коjе jе заjедничко да се састоjе од великог броjа елемената између коjих постоjе

комплексне интеракциjе. У оваквим системима jе карактеристично самооргани-

зовано колективно понашање. То значи да у систему долази до спонтаног фор-

мирања структурног уређења и образаца понашања услед локалних интеракци-

jа, без претходног планирања и централне контроле. Издваjањем поjединачних

елемената и проучавањем њихових особина, не може се добити потпуни увид у

карактеристике комплексног система. Са jедне стране, интеракциjе доводе до

промена стања поjединачних елемената, услед чега се мења стање целог система,

али истовремено, са променама стања се мењаjу и своjства интеракциjа. Овак-

во понашање присутно jе, између осталог, у различитим физичким, хемиjским,

социjалним, биолошким и економским системима [1–4].

Комплексни системи представљаjу веома актуелну област истраживања [5–

7]. Услед сложене међусобне зависности стања поjединачних елемената и њи-

хових интеракциjа, проучавање особина већине комплексних система захтева

примену рачунара високих перформанси. Рачунари се користе за решавање и

симулациjе сложених математичких модела коjима се описуjу ови системи. При-

ликом формулациjе и испитивања теориjског модела, могу се користити резул-

тати експеримената над реалним системом, при чему се као исход експеримен-

та сматраjу и велики скупови података коjи су данас доступни у различитим

електрoнским форматима. Теориjски модел не може детаљно обухватити сва

своjства неког реалног система, већ jе циљ идентификовати и обjаснити наjбит-

ниjе принципе колективног понашања. Код симулациjа комплексних система,
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наjчешће jе потребно посматрати велики броj елемената и испитати утицаj раз-

личитих параметара, што може бити рачунарски веома захтевно.

Уобичаjена подела на системе jе на основу врсте њихових градивних елеме-

ната (на пример, атоми у физици, протеини у биологиjи, поjединци у социо-

логиjи), али без обзира на то, у различитим системима могу постоjати слични

принципи самоорганизациjе. Како се одређене поjаве могу испољити као уни-

верзалне макроскопске карактеристике у различитим системима коjе су неза-

висне од детаља на микроскопском нивоу система, закључци коjи произилазе из

проучавања jедног система могу се генерализовати. То омогућава нову класи-

фикациjу комплексних система, на основу универзалних карактеристика, коjе

се обjашњаваjу заjедничким механизмима и параметрима.

Увођењем поjедностављења где се занемаруjу специфичности поjединачних

елемената, комплексан систем се може анализирати применом метода теориjе

комплексних мрежа, тако да jе нагласак на проучавању структуре интерак-

циjа између елемената. За разлику од jедноставниjих структура мрежа коjе

се користе у неким теориjским моделима система где су елементи распоређе-

ни на решетки и могу постоjати интеракциjе само између суседа на одређеноj

удаљености или случаjне мреже у коjоj се везе између елемената успостављаjу

на насумичан начин, емпириjска анализа jе показала да у реалним системи-

ма мреже интеракциjа имаjу знатно сложениjу структуру са хиjерархиjским

уређењем, елементима груписаним у заjеднице или неким другим карактери-

стичним своjством [8, 9].

1.2 Комплексне мреже

Комплексна мрежа представља апстракциjу неког комплексног система, где су

издвоjени само основни елементи и интеракциjе између њих, док су сви остали

небитни детаљи занемарени. Елементи се пресликаваjу на чворове у мрежи, а

везе између елемената су представљене као гране између чворова. Код поjеди-

них комплексних система, структура одговараjуће мреже не мора бити jедно-

значно одређена. Приликом описивања мреже, прво jе потребно одредити коjи
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елементи система ће бити мапирани на чворове и коjе интеракциjе су од инте-

реса како би два чвора била повезана граном. Понекад jе уместо експлицитних

веза, подесниjе посматрати функционалну зависност између различитих делова

система. На пример, различити делови у мозгу коjи се пресликаваjу на чворове

у мрежи, могу бити повезани гранама уколико су истовремено активни током

извршавања неког задатка [10]. Такође, у мрежи могу постоjати гране коjе не

одговараjу релевантним везама између елемената, већ су последица шума и

потребно их jе идентификовати и уклонити [11–13].

Теориjа графова, у коjоj се првенствено изучава статичка структура мре-

же, представља математичку основу теориjе комплексних мрежа. Теориjа ком-

плексних мрежа, поред тога додатно подразумева и проучавање динамичких

промена структуре мреже, као и динамичких процеса на мрежи у чему важну

примену имаjу методе статистичке физике. Задаци статистичке физике су да

на основу структурних промена на нивоу чворова и грана обjасни макроскопске

особине комплексне мреже и да испита утицаj структуре на динамичке проце-

се. Мреже великих величина коjе jе потребно анализирати захтеваjу употребу

софтверских алата и искуство у обради великих количина података.

Током претходне две децениjе, извршена jе емпириjска анализа структуре

мреже за широк спектар реалних система као што су енергетски, транспортни,

економски, биолошки, социjални и броjни други [8–10], што jе подразумевало

и дефинисање различитих параметара коjи квантитативно описуjу структуру

мреже. Предложени параметри могу описивати структуру на нивоу чвора или

гране, на нивоу групе чворова или на нивоу целе мреже. Пре свега, требало

би споменути расподелу степени чворова, коефициjент груписања и диjаметар

мреже, као параметре коjи су међу првима анализирани у реалним мрежама

и за коjе се испоставило да имаjу слична своjства у великом броjу различитих

реалних мрежа. У раду [14] jе прво анализом социjалних и биолошких мрежа

показано да се дате мреже одликуjу високом вредношћу коефициjента групи-

сања и малим диjаметром. Овакво понашање, коjе jе познато као особина малог

света, не може се обjаснити jедноставним теориjским моделима као што су регу-

ларна или случаjна мрежа. Поред тога, jош jедна битна поjава jесте хетерогена
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расподела повезаности чворова, коjа jе прво анализирана у социjалним и тех-

ничким мрежама [15] и броjна истраживања коjа су затим уследила показала су

да jе то универзална тополошка карактеристика већине реалних комплексних

мрежа [16].

Упоредо са емпириjском анализом структуре мреже, развиjени су теориjски

модели помоћу коjих се може конструисати мрежа са карактеристичним осо-

бинама [14, 15, 17–22]. Изучавање ових модела има вишеструку примену. Они

доприносе разумевању наjбитниjих механизама коjи доводе до формирања од-

ређених структурних образаца, што омогућуjе процену како ће се структура

мрежа даље развиjати. Kако се ради о стохастичким моделима, ансамбл ге-

неричких мрежа се може искористити за тестирање значаjности тополошких

параметара реалне мреже [23]. Поред тога, поређење различитих модела мре-

же има важну улогу у испитивању утицаjа коjи структура има на динамичке

процесе коjи се одвиjаjу на мрежи [9, 24].

Динамички процеси на мрежи описуjу промене стања елемената у комплекс-

ном систему током времена услед међусобних интеракциjа. Под стањем елемен-

та се подразумева нека величина придружена елементу коjа jе од интереса у ана-

лизи. Представљањем комплексног система помоћу комплексне мреже, сваки

поjединачни елемент система се пресликава у чвор са придруженом променљи-

вом коjа jе временски зависна и описуjе стање датог елемента у одговараjућем

тренутку, односно може се посматрати као динамички процес на мрежи. Jедан

од наjвише проучаваних процеса у социjалним, али и у рачунарским мрежама,

jесте ширење епидемиjе [25–30], где у зависности од модела, чвор може бити у

здравом, инфицираном или излеченом стању, при чему се стање може промени-

ти након интеракциjе са суседним чворовима. Такође, у социjалним мрежама jе

детаљно проучавано и формирање одлука и ставова применом модела теориjе

игара [31–33]. Требало би споменути jош и моделе рутирања у телекомуникаци-

оним мрежама [34, 35], као и процес синхронизациjе [36, 37] и размене капитала

[38, 39]. Приликом анализе наведених модела динамичких процеса, показало се

да jе утицаj коjи има топологиjа мреже изузетно велики.

Нови приступи у проучавању су временске и вишеслоjне мреже [40, 41], коjе
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представљаjу проширење на важне поjаве у реалним системима. На развоj вре-

менских мрежа наjвише су утицали емпириjски подаци прикупљени из соци-

jалних система, где се везе између поjединаца успостављаjу само у одређеним

временским интервалима. Овакво понашање може да има велике последице на

динамичке процесе, као што jе ширење информациjа или вируса. Концепт ви-

шеслоjних мрежа jе развиjен како би се у разматрању раздвоjиле интеракциjе

коjе су по своjоj природи другачиjе, али се не могу независно анализирати,

већ се структурна и динамичка организациjа посматраjу на више слоjева. Међу

многоброjним примерима из стварног света могу се издвоjити енергетска и ко-

муникациона мрежа чиjе jе функционисање међусобно условљено [42, 43]. Други

типичан пример су односи између поjединаца у социjалним системима, коjи се

могу посматрати на нивоу социjалних мрежа и на нивоу физичке комуникациjе,

коjи међусобно утичу jедан на други [44].

На основу овог кратког прегледа различитих праваца у проучавању ком-

плексних мрежа, закључуjе се да оне даjу веома користан оквир за анализу

наjбитниjих своjстава комплексних система. Социjални системи спадаjу међу

наjвише проучаване системе применом метода комплексних мрежа. Иако су

неке од поjава већ успешно обjашњене, услед изузетне сложености људских ин-

теракциjа, постоjе броjна отворена питања везана за основне принципе социjал-

ног понашања и структуру заjедница коjе jе потребно размотрити.

1.3 Социофизика

У последње две децениjе, применом метода теориjе комплексних мрежа у ана-

лизи великих скупова података коjи су прикупљени за различите социjалне

системе, квантификоване су броjне особине понашања поjединаца, коjе су пре

тога биле описане само квалитативно или уопште нису ни разматране. Као што

jе раниjе већ речено, структура социjалних мрежа се одликуjе хетерогеном рас-

поделом степени чворова, релативно малим растоjањима између два случаjно

изабрана чвора и високом вредношћу коефициjента груписања [14, 15]. Струк-

тура социjалних мрежа jе своjствена и по присуству густо повезаних подмрежа
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(заjедница) коjе су са малим броjем грана повезане са остатком мреже [45], из

чега даље следи да се гране могу разврстати на оне коjе имаjу улогу да по-

вежу различите заjеднице и на гране између поjединаца коjе jедну заjедницу

чине стабилниjом [46, 47]. Додатно, показано jе да у социjалним групама постоjи

тенденциjа успостављања веза између сличних поjединаца, особина позната као

хомофилиjа [48].

Развиjање математичких модела коjи би требало да опишу карактеристичне

обрасце понашања у социjалним системима значаjно jе како због разумевања

основних принципа социjалне динамике, тако и због важне практичне употребе

коjу ови модели могу имати у алокациjи ресурса, анализи ширења информациjа

или епидемиjе, али и у оптимизациjи успеха у кариjери и квалитету животног

стандарда уопштено. Моделирање социjалног система jе изузетно сложено због

утицаjа многоброjних фактора на активности и интеракциjе између поjедина-

ца, а нарочито због деjства психолошке компоненте. Практично jе неизводљиво

издвоjити и укључити све те факторе код моделирања динамике на микроскоп-

ском нивоу. Међутим, у већини случаjева то ниjе ни неопходно, jер се показало

да постоjе универзални механизми коjи су у основи социjалне динамике и по-

моћу коjих се може обjаснити макроскопско понашање [49]. Имаjући све ово

у виду, код модела се уводе апроксимациjе и у разматрање се узимаjу наjбит-

ниjе особине коjе имаjу утицаj на посматране активности поjединаца. Основна

идеjа jе да се на основу микроскопских модела уз примену метода статистич-

ке физике испита колективно социjално понашање коjе jе последица размене

информациjа и других интеракциjа између чланова. Предложени модел може

бити верификован поређењем добиjених теориjских резултата са емпириjским

подацима.

Код обjашњења поjединих поjава у друштву искоришћени су већ постоjећи

математички модели коjи су развиjени у физичким, биолошким или неким дру-

гим системима. На пример, за моделирање саобраћаjа између два града користи

се гравитациони модел, у коме као параметри фигуришу величине градова и

растоjање између њих [50, 51], док су код описа кретања људи у маси примењене

методе кинетичке теориjе гасова [52]. Осим модела коjи су преузети, предложе-
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ни су и нови модели, као што jе модел научне сарадње [21] или модел доношења

одлуке на адаптивноj социjалноj мрежи [53]. Детаљниjи преглед модела везаних

за опис социjалне динамике може се наћи у [4, 49, 54].

Досадашњи резултати емпириjске анализе и теориjски модели обухватаjу

само одређене социjалне групе. Такође, током времена, долази до већих проме-

на у друштву. Наjзначаjниjе промене последњих децениjа последица су развоjа

нових технологиjа коjе су утицале на начин комуникациjе и размене инфор-

мациjа између поjединаца. Трендови понашања различитих социjалних група

у савременом окружењу представљаjу актуелну тему истраживања у области

физике социjалних система.

1.4 Предмет и циљ истраживања

У овоj дисертациjи се изучаваjу принципи организациjе комплексних мрежа

код коjих структура еволуира у времену, са фокусом на мреже коjе описуjу

интеракциjе у социjалним системима. Основни циљ jе да се применом метода

статистичке физике и теориjе комплексних мрежа испита коjи механизми утичу

на понашање поjединаца у социjалним групама чиjа jе динамика дискретна и

условљена колективним активностима у коjима учествуjу чланови групе. Jедна

од наjважниjих особина ових група jе да њени чланови комуницираjу лицем у

лице. Карактеристике оваквих система су знатно мање проучаване у литера-

тури, у односу на системе коjи подразумеваjу комуникациjу посредством неког

уређаjа [55–60]. Разлог за то jе доступност емпириjских података. Велике коли-

чине података коjе се генеришу и чуваjу приликом комуникациjе где се користе

различити електронски уређаjи, олакшаваjу анализу система, док у првом слу-

чаjу ниjе jедноставно доћи до података. За потребе ове дисертациjе прикупљени

су и форматирани подаци о учесницима и реализованим догађаjима за шест кон-

ференциjа из различитих научних области за период од три децениjе и подаци

са портала Meetup за четири групе из различитих категориjа.

На основу прикупљених података, биће испитана динамика поjављивања

поjединаца на колективним догађаjима, што подразумева статистичку анализу
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образаца учешћа, детекциjу универзлних карактеристика у посматраним група-

ма и развиjање теориjског модела коjи би требало да обjасни добиjене резултате.

Пре свега, важно jе показати да ли поjединци учествуjу насумично на догађаjи-

ма или се могу уочити елементи организациjе. У наjjедноставниjем случаjу, ка-

да се претпостави да jе учествовање насумично, преласци између стања се могу

описати Бернулиjевим случаjним процесом и расподела броjа учествовања има

експоненциjални облик. Ипак, статистичке карактеристике у реалним системи-

ма, могу бити знатно другачиjе, што указуjе на присуство неких спољашњих

или унутрашњих утицаjа на понашање. То захтева развиjање и тестирање нових

модела коjи ће укључити релевантне параметре. Конкретно, овде ће применом

генерализованог бинарног Поjиног модела бити размотрено како на одлуку да

ли ће члан учествовати на догађаjу утиче његова претходна активност.

Зависност структуре социjалне мреже и динамике система биће емпириjски

анализирана посматрањем промена локалних структурних параметара мреже

са броjем учешћа чланова на догађаjима, чиме ће се истовремено добити ин-

формациjа о утицаjу коjи социjална компонента има на колективну динамику

учешћа чланова у активностима групе. Специфична организациjа посматраних

социjалних група, где поjединци интерагуjу посредством колективних догађаjа

у дискретним временским тренуцима, омогућава испитивање улоге поjединач-

них групних активности у еволуциjи мреже, што до сада ниjе посматрано. На

основу добиjених резултата, могу се показати корелациjе између величине до-

гађаjа и интеракциjа на догађаjу између поjединаца са везама коjе могу бити

слабе или jаке.

1.5 Структура рада

Наjпре су у наредном поглављу представљене квантитативне методе коjе су ко-

ришћене у раду. Поред прегледа статистичких техника коjе се примењуjу у ана-

лизи емпириjских података, дефинисани су математички модели учествовања

поjединаца у колективним активностима и уведени су поjмови из теориjе ком-

плексних мрежа коjи су од интереса за ово истраживање. У трећем поглављу jе
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описан поступак прикупљања и форматирања емпириjских података и дати су

детаљи о њиховом садржаjу. Четврто поглавље се бави динамичким процесима

у посматраним системима. Прво су приказане емпириjске расподеле броjа укуп-

ног учествовања, броjа узастопних учествовања и траjања пауза између учешћа

на догађаjима у групи, а затим jе размотрен генерализовани Поjин модел по-

моћу кога се могу обjаснити добиjени резултати. Оптимални параметри модела

одређени су помоћу нумеричких симулациjа. На краjу поглавља, дискутоване

су заjедничке карактеристике социjалне динамике у различитим групама коjе

су овде анализиране. У петом поглављу се проучаваjу отежињене мреже до-

биjене проjекциjом бипартитних мрежа коjе описуjу поjављивање чланова на

догађаjима у групи. Помоћу отежињене мреже анализиране су особине соци-

jалних интеракциjа, при чему jе нагласак на испитивању промене локалних

структурних параметара мреже са броjем учествовања, као и на испитивању

утицаjа коjе време одржавања догађаjа и његова величина имаjу на глобал-

ну структуру мреже. У последњем, шестом поглављу, сумирани су наjважниjи

резултати рада.
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2. Квантитативне методе

2.1 Статистичка анализа

Приликом анализе и моделирања поjава из стварног света, у већини случаjева

карактеристично jе присуство случаjних променљивих коjе се описуjу одгова-

раjућом расподелом. Уколико случаjна променљива X може узети вредности

из дискретног скупа Ω = {x1, x2, . . . } на коме jе дефинисана вероватноћа P ,

расподела jе дискретна p(xn) = P (X = xn). Кумулативна функциjа расподе-

ле (или краће функциjа расподеле) дефинисана jе са F (xn) = P (X ≤ xn). У

случаjу када jе X континуална случаjна променљива, за опис расподеле ко-

ристи се функциjа густине вероватноће f , тако да важи F (x) =
∫ x
−∞ f(t)dt.

Тада jе вероватноћа да случаjна променљива X припада интервалу [a, b] дата

са P (a ≤ X ≤ b) =
∫ b
a
f(t)dt.

У применама се анализира емпириjска расподела случаjне променљиве X на

скупу од N узорака коjи представљаjу исходе статистичког експеримента, при

чему се ту подразумева и само посматрање неке поjаве. Ако jе са N c
x означен

броj узорака чиjа jе вредност ≤ x, функциjа FN(x) = Nc
x

N
представља емпириjску

функциjу расподеле помоћу коjе се може апроксимирати теориjска функциjа

расподеле F (x) случаjне променљиве X. Потребно jе да броj узорака N буде

довољно велики како би апроксимациjа била оправдана, тj. важи

lim
N→∞

FN(x) = F (x), (2.1)

за свако x ∈ R. За дискретну случаjну променљиву X, може се посматрати и

емпириjска расподела pN(x) = Nx
N
, где Nx представља броj узорака коjи имаjу

вредност x. Емпириjска расподела pN(x) конвергира ка теориjскоj расподели
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p(x) када N →∞.

За задати скуп узорака и одговараjућу емпириjску расподелу, основни зада-

ци у истраживању су математички опис, односно одређивање врсте расподеле,

затим оцењивање параметара, као и представљање посматраног реалног систе-

ма математичким моделом тако да се његовим решавањем могу репродуковати

емпириjски резултати. Расподеле коjе се често jављаjу приликом моделирања

и анализе емпириjских података у комплексним мрежама и социjалним систе-

мима и коjе се користе и за анализу емпириjских података у овоj дисертациjи

су експоненциjална расподела, степена расподела и степена расподела са експо-

ненциjалним репом.

У табели 2.1 дате су дефинициjе наведених расподела за дискретну случаjну

променљиву X, док су у табели 2.2 дате дефинициjе континуалних расподела.

Код степене расподеле и степене расподеле са експоненциjалним репом, доња

гранична вредност xmin мора бити већа од нуле, пошто посматране расподеле

нису дефинисане за вредности x ≤ 0, док jе код експоненциjалне расподеле

услов xmin ≥ 0.

Табела 2.1: Дефинициjе дискретних расподела p(x) и вредности одговараjуће

нормализационе константе C, где ζ(γ, xmin) =
∞∑
n=0

1

(xmin + n)γ
означава Хур-

вицову зета функциjу и Liα(e−β) =
∞∑
n=1

n−αe−βn означава полилогаритамску

функциjу.

експоненциjална
расподела

степена расподела
степена расподела са
експоненциjалним

репом

p(x) Ce−λx Cx−γ Cx−αe−βx

C (1− e−λ)eλxmin 1
ζ(γ,xmin)

1
Liα(e−β)
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Табела 2.2: Дефинициjе функциjе густине вероватноће континуалних рас-
подела f(x) и вредности одговараjуће нормализационе константе C, где

Γ(1− α, βxmin) =

∫ ∞
βxmin

t−αe−tdt означава непотпуну гама функциjу.

експоненциjална
расподела

степена расподела
степена расподела са
експоненциjалним

репом

f(x) Ce−λx Cx−γ Cx−αe−βx

C λeλxmin (γ − 1)xγ−1
min

β1−α

Γ(1−α,βxmin)

Врста расподеле датог скупа података може се претпоставити на основу

познавања своjства посматране поjаве или неком другом методом, а затим се

приступа оцени параметара. У случаjевима када се не може са сигурношћу прет-

поставити врста расподеле већ постоjе два или више избора, за сваки облик ће

се извршити оцена параметара, а затим ће се одговараjућим поступком проце-

нити коjа од посматраних теориjских расподела наjбоље одговара емпириjскоj

расподели [61].

Постоjе различите методе за оцену параметара. Овде ће се користити метод

максималне веродостоjности [61, 62]. Нека су у општем случаjу непознати пара-

метри расподеле означени са θ. Код експоненциjалне расподеле то jе параметар

λ, у случаjу степене расподеле θ = γ, док je код степене расподеле са експонен-

циjалним репом θ = (α, β). У примени метода максималне веродостоjности по-

требно jе одредити вредности θ тако да вероватноћа L(θ) = P (X1, X2, . . . , XN)

реализациjе независног узорка X1, X2, . . . , XN буде максимална. Вероватноћа

L(θ) се назива функциjа веродостоjности и у случаjу дискретне расподеле p(x|θ)

са параметром θ дефинисана jе са

L(θ) =
N∏
n=1

p(Xn|θ) = p(X1|θ)p(X2|θ) . . . p(XN |θ), (2.2)
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док за континуалну расподелу са функциjом густине f(x|θ) важи

L(θ) =
N∏
n=1

f(Xn|θ) = f(X1|θ)f(X2|θ) . . . f(XN |θ). (2.3)

У пракси се одређивање максимума функциjе L(θ) може свести на проблем

проналажења минимума − logL(θ) = −
N∑
n=1

log p(Xn|θ), коjи се за неке расподе-

ле може решити аналитички. Када jе аналитичко решавање проблема превише

компликовано или ниjе могуће, могу се користити нумеричке методе за ми-

нимизациjу, као што су, на пример, БФГС (Броjден-Флечер-Голдфарб-Шано)

алгоритам, Нелдер-Мид метода (амоeба метод) или Пауел метода [63].

Након оцене параметара, потребно jе проверити претпоставку да су емпи-

риjски подаци из посматране врсте расподеле. Jедан од приступа jе тестирање

хипотезе о расподели, као што jе описано за степену расподелу у [61]. Код овог

поступка прво jе потребно одредити растоjање D између емпириjске FN и тео-

риjске F кумулативне функциjе расподеле са оптималним параметром θ, приме-

ном метода Колмогорова и Смирнова

D =
√
N max

x≥xmin
|FN(x)− F (x)|. (2.4)

Затим се генерише довољно велики броj скупова узорака из посматране теориjс-

ке расподеле са параметром θ. За сваки генерисани скуп се направи емпириjска

расподела и поново изврши оцена параметара θ̂. Када се одреди растоjање D̂

између емпириjске расподеле добиjене из генерисаних података и теориjске рас-

поделе са параметром θ̂, потребно jе упоредити D и D̂. Проценат генерисаних

скупова података код коjих jе D̂ > D представља p-вредност. На краjу, уколико

jе p-вредност мања од изабраног нивоа значаjности ε, одбацуjе се хипотеза да

подаци потичу из посматране теориjске расподеле. За ниво значаjности ε наj-

чешће се узимаjу вредности 0.1, 0.05 или 0.01. Препорука jе да се у зависности

од изабране вредности ε генерише наjмање 1
4
ε−2 скупова података. Оваj метод

тестирања хипотезе о расподели ниjе увек поуздан, нарочито када jе броj ем-

пириjских података N мали. Метод се може применити на више расподела и
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2. Квантитативне методе

уколико jе код две или више расподеле p-вредност већа од ε, узима се расподела

са већом p-вредности.

Други метод коjи се може применити jе тест количника веродостоjности [61].

Овде се пореде две расподеле p1 и p2 тако што се за сваку расподелу примени

оцена параметара θ1 и θ2, а затим се за оптималне параметре израчунаjу вред-

ности функциjа веродостоjности L1(θ1) и L2(θ2). Ако jе логаритам количника

функциjа веродостоjности

R = log
L1(θ1)

L2(θ2)
=

N∑
n=1

[log p1(Xn)− log p2(Xn)] (2.5)

позитиван, расподела p1 представља бољи избор, односно, ако jе вредност R

негативна, расподела p2 jе адекватниjа, док се за вредности коjе теже нули не

може направити поређење. Ипак, овакав закључак на основу знака може бити

непоуздан. Када за различите реализациjе независних узорака X1, X2, . . . , XN

коjи су из исте расподеле, математичко очекивање логаритма количника ве-

родостоjности тежи нули, позитиван или негативан знак може бити последица

флуктуациjа, па jе потребна додатна провера да ли jе вредност |R| довољно

велика у односу на стандардну девиjациjу. Овде jе потребно направити разлику

између ситуациjе када се посматраjу две угнеждене расподеле 1, као што су, на

пример, степена расподела и степена расподела са експоненциjалним репом и

случаjа када расподеле нису угнеждене. Полазећи од претпоставке да се ради о

независном узорку X1, X2, . . . , XN , када се посматраjу две неугнеждене распо-

деле и вредности ln = log p1(Xn) − log p2(Xn) се могу сматрати независним, па

следи да логаритам количника веродостоjности R има нормалну расподелу са

вариjансом Nσ2. Вариjанса σ2 се апроксимира са

σ2 =
1

N

N∑
n=1

(ln − l̄)2, (2.6)

где jе l̄ =
1

N

N∑
n=1

ln. Вероватноћа да jе добиjена вредност R последица флуктуа-

1nested distributions
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циjа када математичко очекивање тежи нули jеднака jе

π =
1√

2πNσ

[∫ −|R|
−∞

e−t
2/2Nσ2

dt+

∫ +∞

|R|
e−t

2/2Nσ2

dt

]
. (2.7)

Ако jе вероватноћа π мања од одговараjуће вредности ε, поређење расподела p1

и p2 на основу R се може прихватити. Када се тест примењуjе за две угнеждене

расподеле, вредности ln = log p1(Xn)− log p2(Xn) и одговараjућа вариjанса теже

нули. Тада статистика R за довољно велико N има хи квадрат расподелу χ2.

Уколико jе вероватноћа

π = 1− Fχ2(|2R|, 1) (2.8)

мала, расподела p1 коjа представља специjалан случаj расподеле p2 неће бити

узета у разматрање. У посматраном изразу, Fχ2(|2R|, 1) представља кумулатив-

ну функциjу хи квадрат расподеле.

2.2 Математички модели

Математичко моделирање представља jедну од основних метода у научном ис-

траживању, како у области природних и техничких наука, тако и у области

друштвених наука. Математички модели се могу користити у комбинациjи са

експериментом над стварним системом. Када jе помоћу експеримента могуће

добити податке, математички модели се користе да би се описала и анализи-

рала своjства система и да би се проценило понашање система у будућности.

Како често ниjе могуће извршити експеримент над стварним системом, његово

проучавање се може заснивати искључиво на примени математичких модела

коjи су формирани на основу познатих законитости и усваjањем претпоставки.

Нека се посматра систем за коjи су прикупљени емпириjски подаци и из-

вршена статистичка анализа. Следећи корак у проучавању система jе матема-

тички опис његовог понашања. Модел би требало да буде дефинисан тако да

резултати коjи се добиjу помоћу њега у довољно доброj мери репродукуjу емпи-

риjске податке. Приликом формирања математичког модела потребно jе напра-

вити компромис између његове општости и прецизности. Битно jе дефинисати
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2. Квантитативне методе

наjважниjе особине система коjе jе потребно укључити у модел и разликова-

ти их од неких сувишних детаља коjи могу имати улогу шума. Компликовани

модели са великим броjем параметара могу прецизниjе поновити емпириjске

резултате, али са друге стране они укључуjу неке особине коjе су специфичне

само за посматрани узорак и ограничаваjу ширу употребу модела. Модел код

кога jе броj параметара реда као и броj података у посматраном узорку нема

пуно смисла.

Jедан од начина за оцену параметара υ = (υ1, υ2, . . . ) математичког модела

jесте поређење емпириjске расподеле pN(x) и расподеле p(x|υ) коjа се добиjа

када се за опис система користи дати математички модел. Расподела p(x|υ)

се може добити аналитичким или нумеричким решавањем модела, као и ко-

ришћењем симулациjа. Подударност две расподеле може се квантификовати

коришћењем Кулбак-Леjблеровог растоjања

I =
N∑
n=1

pN(xn) log
pN(xn)

p(xn|υ)
, (2.9)

где су xn дозвољене вредности случаjне променљиве X тако да важи 0 <

pN(xn) < 1 и 0 < p(xn|υ) < 1. Кулбак-Леjблерово растоjање I представља губи-

так информациjа када се реалан систем апроксимира моделом са параметрима

υ [64]. У идеалном случаjу, када се у потпуности могу репродуковати емпи-

риjски резултати I = 0, што се у пракси ретко дешава, пре свега због чињенице

да jе броj мерења увек коначан. Циљ jе формирати модел и одабрати параметре

тако да се вредност Кулбак-Леjблеровог растоjања минимизуjе.

Приликом моделирања социjалног система, два основна процеса коjа се по-

сматраjу су индивидуално динамичко понашање и интеракциjе између поjе-

динаца. У овоj дисертациjи од интереса су модели коjи описуjу учествовања

поjединаца у колективним активностима. Посматрани модели су дискретни и

стохастички.

Основна идеjа приказана jе на слици 2.1. У социjалном систему чланови ор-

ганизуjу колективне активности коjе у моделу представљаjу дискретне догађаjе.

Претпоставка jе да се у сваком тренутку времена организуjе jедан догађаj. По-
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Слика 2.1: Модел учествовања поjединаца у колективним активностима.

сматра се временска активност за jедног члана. У тренутку t = t0 посматрани

члан се први пут поjављуjе у систему. Нека jе са x означен броj учествовања

у колективним догађаjима. Вредност променљиве x у тренутку t представља

стање система. У следећем тренутку t + 1 члан може учествовати на догађаjу

и прећи из стања x у стање x + 1 или одлучити да не учествуjе на догађаjу

и остати у истом стању x. Вредности x(t = t0), x(t = t0 + 1), . . . , x(t = t0 + n)

описуjу еволуциjу система у времену. У општем случаjу вероватноћа p прелаза

из стања x у стање x + 1 у тренутку t зависи од ове две вредности p = p(x, t).

Вероватноћа да ће члан остати у истом стању jе q(x, t) = 1−p(x, t). У моделу се

претпоставља да ће у одређеном тренутку члан напустити систем. Вероватноћа

да се то деси не зависи од временског тренутка t нити од стања x у коме се

члан налази, односно то jе нека константна вредност r. Потребно jе одредити

вероватноћу f(x) да ће у тренутку када напусти систем члан имати укупно x

учествовања на догађаjима.

Овде ће прво бити размотрена два специjална случаjа када jе вероватноћа

прелаза између стања p константна, p = µ и када ова вероватноћа не зависи од

временског тренутка t, већ само од укупног броjа учествовања x, p = p(x). Први

случаj одговара Бернулиjевом процесу, а други jе врста хомогеног Марковског

процеса. За ова два случаjа могуће jе аналитички одредити облик расподеле

f(x). На краjу ће бити размотрен временски-нехомоген Марковски ланац када

jе p = p(x, t).

2.2.1 Бернулиjев процес

Нека jе почетни тренутак t0 = 1. Када jе вероватноћа прелаза из стања x у

стање x + 1 константна, p = µ, вероватноћа f(x, t) да у тренутку t члан има x
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учествовања на догађаjима има биномну расподелу

f(x, t) =

(
t

x

)
µx(1− µ)t−x, t ≥ x. (2.10)

Овде jе претпостављено да учесник са вероватноћом µ узима учешће у првом

догађаjу. Вероватноћа да ће учесник напустити систем у тренутку t = T + 1,

T ≥ 1 има геометриjску расподелу (1− r)T r, па jе вероватноћа да ће завршити

учествовање са укупно x, x ≤ T догађаjа jеднака

f(x) =
∞∑
T=x

f(x, T )(1− r)T r. (2.11)

Решавањем се добиjа да укупан броj учествовања има експоненциjалну распо-

делу

f(x) = (1− e−λ)e−λx, (2.12)

са параметром

λ = ln

(
1 +

r

µ(1− r)

)
. (2.13)

Детаљно извођење се може наћи у додатку A.1. Поступак када се стање

мења континуално у времену приказан jе у [65]. Ту се, такође, као решење

добиjа експоненциjална расподела.

2.2.2 Хомоген Марковски ланац

Следећи случаj коjи се разматра jесте када вероватноћа прелаза између стања

зависи само од тренутног стања у коме се систем налази, p = p(x). Еволуциjа

система у времену описана jе jедначином

f(x+ 1, t+ 1) = p(x)f(x, t) + q(x+ 1)f(x+ 1, t), (2.14)

коjа показуjе да учесник у тренутку t + 1 може имати x + 1 учествовање у

догађаjима, ако jе у тренутку t имао x учествовања и активан jе у тренутку

t + 1 или ако у тренутку t има тачно x + 1 учествовање и одлучио jе да не

учествуjе у следећем догађаjу.
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За почетни тренутак се узима t0 = 0 и претпоставка jе да члан учествуjе на

првом догађаjу, односно f(x = 1, t = 0) = 1. Jедначина 2.14 се може решити

рекурзивним поступком, као што jе описано у додатку A.2. Као и у претходном

примеру, претпоставља се да jе вероватноћа да ће учесник напустити систем

константна, па jе тражена вероватноћа да ће члан на краjу имати укупно x

учествовања

f(x) =
∞∑

T=x−1

f(x, T )(1− r)T r =
r

1− r
p(1) . . . p(x− 1)

( r
1−r + p(1)) . . . ( r

1−r + p(x))
. (2.15)

Детаљан поступак приказан jе у додатку A.2.

Jедноставан пример коjи се може посматрати jесте када вероватноћа p(x)

расте линеарно са x, p(x) = p0x. Потребно jе да важи p0 � 1 тако да буде

задовољен услов p0x < 1. У посматраном случаjу вероватноћа f(x) има бета

расподелу

f(x) =
r

p0(1− r)
B

(
x, 1 +

r

p0(1− r)

)
, (2.16)

коjа се за велике вредности x може апроксимирати степеном расподелом

f(x) ∼ x−γ, (2.17)

са параметром

γ = 1 +
r

p0(1− r)
. (2.18)

У [65] су, такође, разматрали случаj када p(x) расте са x, али jе ова зависност

сложениjа

p(x) = 1− e−(rx)γ . (2.19)

Уз одговараjуће апроксимациjе, као решење се добиjа да вероватноћа f(x) опада

са степеним законом f(x) ∼ x−γ за вредности x < 1
r
, док за вредности x > 1

r

вероватноћа опада експоненциjално f(x) ∼ e−rx. Овде jе важно напоменути да

наведене апроксимациjе важе само за вредности параметра γ коjе су мање од 1.

За γ > 1 расподела jе бимодална и прво за мале вредности x опада, па у jедном
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тренутку почиње да расте, након чега опет опада експоненциjално.

2.2.3 Врeменски-нехомоген Марковски ланац

Када вероватноћа прелаза зависи од стања x у коме се систем налази и од

временског тренутка t, p = p(x, t), jедначина коjа описуjе еволуциjу система

има облик

f(x+ 1, t+ 1) = p(x, t)f(x, t) + (1− p(x+ 1, t))f(x+ 1, t). (2.20)

Као почетни услов у овом моделу се узима да jе t0 = 1 и x(t0) = 1. Матрица

прелаза M зависи од временског тренутка t. Елемент Mi,j(t) матрице прелаза

представља вероватноћу да систем коjи jе у тренутку t−1 у стању i у тренутку

t буде у стању j, из чега следи

Mi,j(t) =


1− p(i, t− 1), j = i и i < t,

p(i, t− 1), j = i+ 1 и i < t,

0, у осталим случаjевима.

У почетном тренутку t = 1 важи

Mi,j(1) =

 1, j = i = 1,

0, у свим осталим случаjевима.

Ако се посматра производ

D(t) = V · (M(1) ·M(2) . . .M(t− 1) ·M(t)), (2.21)

где су M квадратне матрице димензиjа t × t и V je матрицa врста димензиjа

1× t чиjи су сви елементи jединице, резултуjућа матрица D(t) jе матрица врста

са елементима Dj(t) коjи представљаjу вероватноћу да се у тренутку t систем

налази у стању j, односно f(j, t) = Dj(t).

Расподела укупног броjа учествовања добиjа се као и у претходна два при-
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мера

f(x) =
∞∑
T=x

f(x, T )(1− r)T r. (2.22)

Приликом нумеричког прорачуна вероватноће f(x), сумирање се може заврши-

ти у тренутку Tmax када r(1− r)Tmax → 0.

У овоj дисертациjи од интереса су модели у коjима вероватноћа прелаза

расте са броjем догађаjа на коjима jе члан учествовао, али такође може и да

опада у времену ако члан изостаjе са догађаjа, односно остаjе у истом стању.

Поjин модел кутиjе са куглицама (Pólya urn model) jе jедан пример оваквог

модела. Ту jе основна идеjа да се у jедноj кутиjи налазе црне и беле куглице

и сваки пут када се из кутиjе на случаjан начин извуче jедна куглица, у ку-

тиjу се убаци одређен броj нових куглица исте боjе као извучена куглица. На

таj начин, вероватноћа да ће бити извучена куглица одговараjуће боjе зависи

од броjа претходних извлачења куглице исте боjе. Постоjе различите генерали-

зациjе основног модела у коjима се могу посматрати куглице са више од две

боjе, различит броj кутиjа у коjима се налазе куглице или различита правила

приликом додавања нових куглица у кутиjу након сваког извлачења [66–70].

Модел коjи се користи за опис учествовања поjединачног члана у колек-

тивним активностима у овоj дисертациjи представља генерализовани бинарни

Поjин модел, у коме jе вероватноћа извлачења куглице пропорционална броjу

куглица исте боjе коjе се налазе у кутиjи на неки степен a и након сваког из-

влачења у кутиjу додаjе jош jедна куглица исте боjе као извучена куглица [71].

Другим речима, члан коjи у тренутку t има x учествовања на догађаjима уче-

ствоваће на догађаjу у тренутку t+ 1 са вероватноћом

p(x, t) =
xa

xa + (y + y0)a
, (2.23)

где y = t−x представља броj догађаjа на коjима члан ниjе учествовао. Како су

у почетном тренутку t = 1 вредности x = 1 и y = 0, уведен jе додатни параме-

тар y0 коjи може узети позитивну целоброjну вредност. У посматраном систему
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параметар y0 се може представити као почетна препрека коjу jе потребно пре-

вазићи, односно броj учествовања коjе би након првог догађаjа члан требало

да има на наредним догађаjима да би вероватноћа учествовања била већа од

вероватноће неучествовања.

Понашање функциjе p(x, t) за различите вредности параметра a разматра-

но jе у [67, 68]. Када jе a < 1 након великог броjа догађаjа, броj учествовања

и неучествовања ће бити подjеднак и вероватноћа p(x, t) ће осциловати око 1
2
.

Код овог случаjа постоjи ефекат негативне повратне спреге. Са друге стране, за

a > 1 присутан jе механизам позитивне повратне спреге. Ако jе члан на почетку

упоран и достигне y0 учествовања, вероватноћа учествовања на наредним до-

гађаjима ће веома брзо расти. У супротном, вероватноћа учествовања ће бити

све мања и мања. Случаj када jе a = 1 одговара класичном Поjином моделу.

2.3 Комплексне мреже

Комплексан систем коjи се састоjи од обjеката између коjих постоjе интерак-

циjе, може се представити помоћу мреже, у коjоj чворови одговараjу обjектима

система, док гране мреже коjе повезуjу парове чворова означаваjу интерак-

циjе између обjеката. Комплексне мреже имаjу широку примену у изучавању

комплексних система, укључуjући ту и социjалне системе, где се под поjмом ин-

теракциjе осим физичког контакта и непосредне комуникациjе између поjеди-

наца подразумева и комуникациjа посредством неког уређаjа, као и коауторство

и узаjамна цитираност на радовима у научним заjедницама [9, 54, 72, 73].

Постоjе два правца у проучавању комплексних мрежа. Први се односи на

структуру мреже, пре свега на алгоритме конструисања мреже и одређивање

параметара коjи показуjу како jе мрежа организована применом теориjе графо-

ва [8, 9, 74–76]. Други приступ подразумева посматрање динамичких процеса

на мрежама, шта jе за те процесе специфично, како структура мреже утиче на

динамику и како би изгледала оптимална мрежа [9, 75, 77].
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2.3.1 Структура комплексне мреже

Структура комплексне мреже може се представити помоћу два скупа (N,E)

таквих да jе N 6= ∅ и E представља скуп (не)уређених парова из скупа N. Еле-

менти из N = {n1, n2, . . . , nN} представљаjу чворове мреже, док елементи из

E = {e1, e2, . . . , eE} представљаjу гране мреже. Укупан броj елемената у по-

сматраним скуповима N и E означен jе са N и са E.

Величина мреже дефинисана jе као броj чворова N . Редни броj чвора i у

скупу N наjчешће се користи као његова ознака. Грана jе одређена паром чво-

рова i и j и као ознака се користи (i, j) или eij и каже се да су грана eij и

чворови i и j инцидентни. Два чвора коjа су споjена граном зову се суседна.

Код неориjентисаних или симетричних мрежа гране нису усмерене, тj. eij = eji.

Ако се сматра да су то различите гране, мрежа се назива ориjентисана или

антисиметрична.

Веома битну примену у испитивању структурних и динамичких особина ком-

плексне мреже има њихово приказивање помоћу матрице суседства. Матрица

суседства A jе квадратна N × N матрица чиjе врсте, као и колоне, одговараjу

чворовима мреже, тако да вредност елемента aij показуjе да ли између та два

чвора постоjи грана (1 ако постоjи или 0 ако не постоjи). Гране чиjа се оба

краjа налазе у истом чвору називаjу се петље. У наставку се посматраjу само

неориjентисане мреже без петљи (aii = 0). У овим мрежама матрица суседства

jе симетрична.

Наизменична секвенца чворова и грана, односно секвенца суседних чворова,

коjа почиње са чвором i и завршава се са чвором j представља пут коjи повезуjе

чворове i и j. Растоjање између чворова i и j jеднако jе наjкраћоj дужини

пута, односно минималном броjу грана помоћу коjих се i и j могу повезати.

Ако се било коjа два чвора у мрежи могу повезати путем, мрежа jе повезана.

У супротном, мрежа jе неповезана. Подскупови чворова и грана у неповезаноj

мрежи, такви да пут постоjи само између чворова унутар истог подскупа, док се

два чвора из различитих подскупова не могу повезати, називаjу се компоненте

повезаности.
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Степен чвора i,

ki =
∑
j=1

aij, (2.24)

дефинише се као броj грана коjе имаjу jедан краj у чвору i. Када jе за сваки

од N чворова у мрежи одређен степен, може се проценити расподела степени

чворова p(k) коjа представља вероватноћу да ће случаjно изабрани чвор имати

степен k

p(k) =
1

N

N∑
i=1

δ(ki − k) =
Nk

N
, (2.25)

где Nk означава броj чворова степена k у мрежи. Средњи степен чвора у мрежи

jеднак jе

〈k〉 =
1

N

N∑
i=1

ki =
2E

N
. (2.26)

Степен чвора показуjе како jе посматрани чвор повезан са остатком мреже,

док средњи степен чвора пружа информациjу о просечноj густини повезаности

читаве мреже. Помоћу средњег степена чвора могу се поредити мреже разли-

читих величина. Ипак, наjдетаљниjи увид пружа расподела степени чворова.

Познато jе да се у случаjним мрежама са великим броjем чворова N код коjих

се чворови насумично повезуjу [78, 79], расподела степени чворова може апрок-

симирати Поасоновом расподелом

p(k) = e−〈k〉
〈k〉k

k!
. (2.27)

Ако jе вероватноћа да две гране буду повезане ρ, средњи степен чвора jе 〈k〉 =

ρ(N − 1). Може се рећи да jе оваква мрежа хомогено повезана. Међутим, у

реалним системима, везе између обjеката се не успостављаjу насумично и имаjу

другачиjу расподелу степени чворова. Већина расподела коjе су генерисане на

основу емпириjских података има степену расподелу

p(k) ∼ k−γ (2.28)

и у већини мрежа jе 2 < γ < 3 [15, 80–83]. Код мрежа са степеном расподелом

степени чворова, гране су хетерогено распоређене. Наjвећи проценат чворова
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има мали броj суседа, али постоjе и чворови са jако великим броjем суседа,

тако да jе наjвећи броj грана распоређен на свега неколико чворова. Растоjања

између чворова су услед централизованости мала [84]. Степена расподела jе

jединствена по томе што након скалирања облик расподеле остаjе исти

p(ak) = f(a)p(k), (2.29)

па се мреже са оваквом расподелом називаjу jош и мреже без скалe. У неким

реалним мрежама, расподела степени чворова опада по степеном закону до од-

ређене вредности када почиње да опада експоненциjално, односно мрежа има

степену расподелу са експоненциjалним репом [85, 86]. Овакво понашање мо-

же бити последица недовољно великог броjа чворова у мрежи на основу коjег

се одређуjе расподела. Осим тога, у неким мрежама, као што су технолошке,

инфраструктурне или социjалне мреже, чворови имаjу ограничене ресурсе па

броj конекциjа по чвору не може бити неограничено велики.

Информациjу о повезаности суседа чвора пружа коефициjент груписања.

Коефициjент груписања представља вероватноћу да су два чвора коjа имаjу

заjеднички суседни чвор такође међусобно повезана. За чвор i степена ki вред-

ност коефициjента груписања се рачуна као

Ci =

∑N
j=1

∑N
l=1 aijailajl

ki(ki − 1)
=

2Ei
ki(ki − 1)

(2.30)

где Ei представља броj грана између ki суседа чвора i. Коефициjент Ci може

имати вредност између 0 и 1, при чему jе Ci = 0 уколико не постоjи ниjедна гра-

на између суседа чвора i, док jе Ci = 1 када су суседни чворови сви међусобно

повезани. Средњи степен груписања у мрежи одређен jе средњим коефициjен-

том груписања 〈C〉, коjи се добиjа усредњавањем по свим чворовима

〈C〉 =
1

N

N∑
i=1

Ci. (2.31)

Вредност средњег коефициjента груписња може се интерпретирати као просеч-

на вероватноћа да ће за неки чвор у мрежи два произвољно изабрана суседа
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бити повезана.

Реалне мреже имаjу већи средњи коефициjент груписања у односу на слу-

чаjне мреже коjе имаjу сличну густину повезаности [14, 87–89]. Ово своjство

реалних мрежа обjашњава се постоjањем локалног груписања на нивоу чвора

коjе подразумева да ако jе чвор i повезан са чвором j и j jе истовремено по-

везан са l, онда ће са великом вероватноћом i такође бити повезан са l. Како

jе расподела степени чворова у мрежи хетерогена, да би се добио детаљниjи

увид требало би посматрати средњи коефициjент груписања C̄(k), коjи се од-

биjа усредњавањем по свим чворовима истог степена k

C̄(k) =

∑N
i=1 Ciδ(ki − k)∑N
i=1 δ(ki − k)

. (2.32)

У мрежама код коjих коефициjент груписања опада са порастом степена чвора

[90, 91], постоjи хиjерархиjска организациjа где чворови малог степена са своjим

суседима формираjу густо повезану групу, док су код чворова великог степена

суседи повезани са малом вероватноћом, односно чворови великог степена са

своjим суседима не образуjу jедну групу већ повезуjу више различитих група

чворова.

Понекад jе поред податка да ли су чвор i и чвор j повезани граном eij, би-

тан и интензитет интеракциjе. На пример, да ли два научника имаjу више од

jедног заjедничког рада или колико jе траjао разговор између две особе. У том

случаjу, грани eij се додељуjе тежина wij ≥ 0 и каже се да jе посматрана мре-

жа отежињена. Приликом визуелизациjе отежињене мреже, обично се користе

различите дебљине грана или различите боjе, како би се представиле њихове

тежине. У отежињеноj матрици W , елементи wij имаjу вредности коjе одго-

вараjу тежини гране између посматрана два чвора, уколико су они повезани.

Када чвор i и чвор j нису повезани, вредност wij jе jеднака 0.

Код отежињене мреже, могу се дефинисати додатне тополошке карактери-

стике. Снага чвора i

si =
N∑
j=1

wij, (2.33)
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представља збир тежина свих грана коjе су инцидентне чвору i. Ова величина

садржи информациjе o учешћу коjе чвор има у функционисању мреже. Тако у

рачунарскоj мрежи снага чвора може представљати количину саобраћаjа коjи

таj чвор може да опслужи, у мрежи аеродрома укупан броj летова са посмат-

раног аеродрома или у социjалноj мрежи где поjединци комуницираjу помоћу

електронске поште, снага чвора може да представља укупан броj меjлова коjе

jе поjединац разменио са другима. Код два чвора коjа имаjу исту снагу, jедан

може имати неколико пута мањи степен, па приликом проучавања отежињене

мреже, снагу и степен чвора би требало узети заjедно у разматрање. Слично као

код коефициjента груписања, могу се посматрати корелациjе између степена и

снаге чвора помоћу усредњене вредности s̄(k). Када су тежине грана хомогено

распоређене, између снаге и степена чвора важи релациjа

s̄(k) = 〈w〉k, (2.34)

где jе 〈w〉 усредњена тежина по свим гранама у мрежи. Када постоjе корела-

циjе између степена чвора и тежине његових грана, ова зависност неће бити

линеарна.

Отежињени коефициjент груписања

Cw
i =

1

si(ki − 1)

N∑
j=1

N∑
l=1

wij + wil
2

aijailajl (2.35)

осим информациjе о повезаности суседа чвора, носи и информациjу о средњоj

тежини тих веза [92, 93]. Након нормирања збира са si(ki − 1), вредности оте-

жињеног коефициjента груписања могу имати вредности између 0 и 1. Ако се

упореде вредности Cw
i и Ci, може се показати да ли постоjи правилност прили-

ком груписања. Када jе Cw
i = Ci, тежине грана немаjу улогу приликом групи-

сања чворова, за разлику од случаjа Cw
i > Ci где су груписани чворови коjима

одговараjу велике тежине грана или случаjа Cw
i < Ci, коjи указуjе на груписање

између чворова са малим тежинама грана.
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2.3.2 Бипартитна мрежа

Мрежа код коjе jе у скупу чворова N могуће идентификовати два дисjунктна

подскупа V и U тако да гране мреже повезуjу само чворове из дисjунктних под-

скупова, што значи да чворови унутар истог подскупа не могу бити повезани,

назива се бипартитна мрежа. Матрица суседства се у случаjу бипартитне мреже

дефинише на мало другачиjи начин. Нека jе са V и U означен броj елемената

у подскуповима V и U. Матрица суседства B jе матрица димензиjа V × U чиjи

врсте представљаjу чворове подскупа V, док колоне одговараjу чворовима из

U. Елемент матрице bij има вредност 1, ако су чвор i и чвор j повезани граном.

У супротном jе bij = 0. Степен чвора i из подскупа V jеднак jе броjу суседа у

подскупу U

ki =
U∑
j=1

bij. (2.36)

За чвор j из подскупа U важи обрнуто.

Реални комплексни системи коjима се може придружити структура бипар-

титне мреже су броjни. Гени и поремећаjи коjе узрокуjу [94], корисници и услу-

ге, односно производи [95–99], мрежа научника и публикациjа [100, 101] су само

неки од примера. Реални системи, коjи се проучаваjу у овоj дисертациjи и чиjи

су ентитети учесници и догађаjи, могу се, такође, посматрати као примери би-

партитне мреже [102].

Како су у бипартитноj мрежи гране између чворова коjи припадаjу истом

подскупу забрањене, да би се анализирале карактеристике односа између ових

чворова, бипартитна мрежа се може проjектовати на две монопартитне мреже.

У jедноj проjекциjи бипартитне мреже чворови ће припадати скупу V, а у другоj

скупу U. У монопартитноj мрежи чворови i и j коjи припадаjу скупу V биће

повезани граном, ако у бипартитноj мрежи имаjу бар jедан заjеднички суседни

чвор l из скупа U. Тежина гране (i, j) jеднака jе броjу заjедничких суседа у

бипартитноj мрежи.
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2.3.3 Филтрирање отежињене мреже добиjене проjекциjом

бипартитне мреже

Jедан од проблема коjи се може jавити након проjекциjе бипартитне мреже на

jедан подскуп чворова jесу гране у отежињеноj монопартитноj мрежи коjе пред-

стављаjу "лажне"(или случаjне) интеракциjе између чворова. Чворови из истог

подскупа коjи у бипартитноj мрежи имаjу велики степен са великом вероват-

ноћом ће бити повезани граном у монопартитноj мрежи. Такође, у монопар-

титноj мрежи требало би направити разлику између грана коjе имаjу jеднаке

тежине, када су у бипартитноj мрежи њихови чворови повезани са заjедничким

суседом коjи има велики степен и ситуациjе када су повезани са суседом малог

степена. У првом случаjу њихова веза у монопартитноj мрежи може бити од

мањег значаjа у односу на други случаj.

У циљу детектовања релевантних веза у отежињеноj монопартитноj мрежи,

у овоj дисертациjи се корсти статистички тест као што jе предложено у [13, 103].

За статистику теста узима се вероватноћа πij да чворови i и j имаjу wij или

више заjедничких суседа у одговараjућем ансамблу бипартитиних мрежа. Ако

jе статистика теста већа од задатог нивоа значаjности pc, претпоставка да jе

грана (i, j) последица случаjних интеракциjа не може се одбацити и веза између

чворова i и j у монопартитноj мрежи биће занемарена. Ову претпоставку треба

одбацити када jе πij ≤ pc и тада се веза између чворова i и j може сматрати

релевантном.

Као нулти (референтни) модели бипартитних мрежа са коjима се пореди

оригинална мрежа изабране су мреже са истом расподелом степени чворова у

подскуповима V и U као у оригиналноj мрежи [13, 99, 103, 104]. Вероватноћа

πij се може одредити ако се бипартитнa мрежа прво рандомизуjе превезивањем

грана тако да се не мења расподела степени чворова, а затим се проjектуjе на

монопартитну мрежу за изабрани подскуп чворова. Када се конструише довољ-

но велики броj рандомизованих мрежа и њихових проjекциjа, удео отежињених

монопартитних мрежа код коjих jе тежина гране између два чвора већа или

jеднака тежини гране између та два чвора у оригиналноj мрежи, представља
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вероватноћу πij. Описани поступак за израчунавање вероватноће πij помоћу си-

мулациjа предложен jе у [105]. Недавно jе у радовима [13, 103] приказан супери-

орниjи метод помоћу кога се вероватноћа πij може одредити директно. Детаљан

опис метода дат jе у наставку.

Прво ће бити размотрена основна идеjа за општи случаj [106]. Нека се по-

сматра ансамбл мрежа G са задатим тополошким карактеристикама {xi}, при

чему се ту могу подразумевати броj чворова и грана у мрежи, расподела степени

чворова, корелациjе између степени чворова и слично. Ако jе P (G) вероватноћа

неке мреже G у ансамблу G, ентропиjа ансамбла jе

S = −
∑
G

P (G) lnP (G). (2.37)

Ентропиjа ансамбла биће максимална када jе вероватноћа P (G) jеднака

P (G) =
1

Z
e−

∑
i λixi , (2.38)

где су λi Лагранжови множиоци, док jе статистичка сума дефинисана са

Z =
∑
G

e−
∑
i λixi . (2.39)

Средња вредност параметра мреже xi у ансамблу може се изразити помоћу

〈xi〉 =
∑
G

xi(G)P (G) = − ∂

∂λi
lnZ. (2.40)

Пошто су вредности параметара {xi} унапред задате, решавањем система jед-

начина 2.40 могу се одредити вредности Лагранжових множилаца λi.

Нека се сада посматра конкретан случаj, када jе задата бипартитна мрежа

са {k1, k2, . . . , kV } вредностима степена чворова из подскупа V и {d1, d2, . . . , dU}

вредностима степена чворова из подскупа U. Заменом задатих услова за степене

чворова у израз 2.39 добиjа се

Z =
∑
G

e−
∑
i αiki−

∑
l βldl =

∑
G

e−
∑
il(αi+βl)Bil =

∏
il

(1 + e−(αi+βl)). (2.41)
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Лагранжови множиоци αi и βl се добиjаjу решавањем система нелинеарних

jедначина

ki = − ∂

∂αi
lnZ =

M∑
l=1

e−αi−βl

1 + e−αi−βl
, (2.42)

dl = − ∂

∂βl
lnZ =

N∑
i=1

e−αi−βl

1 + e−αi−βl
. (2.43)

Посматрани систем неjедначина може се решити jедноставно итеративним ну-

меричким поступком [103]. Након тога, у следећем кораку потребно jе одредити

вероватноћу Pil поjаве гране између чворова i и l у ансамблу бипартитних мре-

жа. Ако jе λil = αi + βl, важи

Z =
∑
G

e−
∑
il λilBil =

∏
il

(1 + e−λil), (2.44)

из чега даље следи

Pil = 〈Bil〉 = − ∂

∂λil
lnZ =

e−λil

1 + e−λil
=

e−αi−βl

1 + e−αi−βl
. (2.45)

Када jе вероватноћа Pil позната, може се одредити и вероватноћа Pijl да чвор

i и j из подскупа V имаjу заjеднички суседни чвор l из подскупа U. Претпоставка

jе да не постоjе корелациjе између чворова из истог подскупа, па важи Pijl =

PilPjl. На краjу, вероватноћа Pij(w) да чвор i и j имаjу w заjедничких суседа, тj.

вероватноћа да jе грана између ова два чвора у монопартитноj мрежи тежине

w, има Поасонову биномну расподелу

Pij(w) =
∑
Uw

∏
l∈Uw

Pijl
∏
l̄ /∈Uw

(1− Pijl̄), (2.46)

где jе Uw подскуп од w чворова коjи су изабрани из скупа U [13, 103, 107]. За

одређивање Поасонове биномне расподеле у овоj дисертациjи користи се DFT-

CF метод (Discrete Fourier Transform of characteristic function) коjи jе предложен

у [108]. У специjалним случаjевима, расподела Pij(w) се може апроксимирати

Поасоновом или Гаусовом расподелом [107].

Тражена вероватноћа πij jеднака jе збиру вероватноћа свих грана (i, j) у
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ансамблу код коjих jе тежина w већа од тежине wij у оригиналноj мрежи

πij =
∑
w≥wij

Pij(w). (2.47)

Када jе вероватноћа πij да ће грана (i, j) у ансамблу имати тежину већу од wij

мала, може се сматрати да ова грана носи важну информациjу у оригиналноj

мрежи.
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Напредак у проучавању комплексних социjалних система у узаjамноj jе вези

са напретком у области информационо комуникационих технологиjа. Употре-

бом мобилних телефона и разних сервиса на Интернету, свакодневно се гене-

ришу и чуваjу велике количине података о међусобноj комуникациjи, геогра-

фском положаjу и разним другим активностима поjединаца. Могућност систе-

матског сакупљања и статистичке анализе великих количина података кори-

шћењем одговараjућих софтверских пакета утицали су на напредак у развоjу

модела коjи могу описати понашање и интеракциjе између поjединаца, а самим

тим и на боље разумевање и предвиђање будућег понашања система.

Доступност података коjи подразумеваjу комуникациjу посредством неког

уређаjа jе знатно већа у односу на податке коjи подразумеваjу непосредну, ли-

чну комуникациjу између поjединаца, па су карактеристике система са посре-

дном комуникациjом детаљниjе проучаване. Да би се добиле информациjе о

интеракциjама лицем у лице могу се користити различите сензорске техноло-

гиjе [109–111]. Овакви системи су релативно мали, са неколико десетина или

стотина чланова, период посматрања jе неколико дана до неколико месеци и

интеракциjе између више од два члана су наjчешће занемарљиве. Ова дисерта-

циjа се фокусира на социjалне групе коjе могу имати и више хиљада чланова и

чиjа jе организациjа заснована на колективним активностима коjе подразуме-

ваjу непосредну комуникациjу већег броjа поjединаца [71, 102]. Прикупљени су

подаци за два различита система: 1) подаци о учествовању на научним конфе-

ренциjама и 2) подаци о учествовању на Meetup догађаjима.
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3.1 Научне конференциjе

Социjална динамика на научним скуповима проучавана jе користећи подат-

ке са шест конференциjа из различитих области. Изабране су две конферен-

циjе коjе организуjе америчко друштво физичара "American Physical Society

March Meeting"(APSMM) и "American Physical Society April Meeting"(APSAM).

Ужа научна област APSMM конференциjе jе физика чврстог стања, док на

APSAM конференциjи учествуjу научници чиjе истраживање припада обла-

сти физике високих енергиjа. Поред тога, посматра се конференциjа из об-

ласти примењене математике "Society for Industrial and Applied Mathematics

Annual Meetings"(SIAM), конференциjа из области неуралних мрежа "Neural

Information Processing Systems Conference"(NIPS), конференциjа из области су-

перрачунара "International Conference on Supercomputing"(ICS) и jедна кон-

ференциjа из молекуларне биологиjе "International Conference on Research in

Computational Molecular Biology"(RECOMB).

Заjедничко за свих шест конференциjа jе, поред њихове дуговечности, да се

одржаваjу сваке године, али се осим по области истраживања разликуjу и по

броjу учесника, укупном броjу одржаних конференциjа, да ли су уско специjа-

лизоване или покриваjу различите теме, као и по томе да ли су организоване

у jедноj или више држава. APSMM и APSAM конференциjе се одржаваjу у

различитим градовима широм Сjедињених Америчких Држава, док су остале

четири конференциjе током година биле организоване у различитим државама.

APSMM, APSAM и SIAM су конференциjе са дугом традициjом, али подаци о

учесницима су доступни почевши од 1994. године. За NIPS и ICS, коjе су први

пут организоване 1988. године и за RECOMB, коjа jе први пут организована

1997. године, прикупљени су комплетни подаци. Информациjе везане за године

одржавања конференциjе за коjе су прикупљени подаци и укупан броj учесни-

ка током тог периода приказане су у табели 3.1, док су детаљне информациjе о

броjу учесника на поjединачним конференциjима дате у табели 3.2.
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Табела 3.1: Преглед научних конференциjа коjе су изабране за емпириjску
анализу. Друга и трећа колона садрже информациjу о почетноj (Y0) и краjњоj
(Yf ) години временског интервала за коjи су подаци прикупљени, док jе у
четвртоj колони приказан укупан броj различитих учесника на конференциjи
током посматраног временског интервала.

Конференциjа Y0 Yf Броj учесника

APSMM 1994 2014 78544
APSAM * 1994 2014 16264
SIAM ** 1994 2014 8879
NIPS 1988 2014 6902
ICS 1988 2014 2504

RECOMB 1997 2014 1564
* Подаци нису доступни за 1999. годину.
** Подаци нису доступни за 2007. и 2011. го-
дину

Подаци о прихваћеним радовима (презентациjе и постери) за посматрану го-

дину доступни су на веб саjту конференциjе и прикупљени су уз помоћ скрипти

написаних у програмском jезику python коjе се извршаваjу у SeleniumWebDriver-

у. Сваки поjединачни узорак садржи наслов рада, имена аутора и њихове афи-

лиjациjе. Сматра се да jе научник коjи jе потписан као jедан од аутора на раду

учествовао на конференциjи те године. На таj начин може се направити ба-

за податка коjа садржи информациjе о научницима и години учествовања на

конференциjи. Проблем коjи се том приликом jавља jесте да научници користе

различите начине потписивања са пуним првим и средњим именом или само са

првим именом или само инициjале, што може узроковати погрешну статистику.

На великим конференциjама, као што су APSMM и APSAM, додатни проблем

jе ситуациjа када два научника имаjу исто име и презиме. Због тога jе пре него

што се приступи статистичкоj анализи, прво потребно очистити прикупљене

податке.

Да би се направила прецизна идентификациjа различитих научника, могу

се искористити информациjе о њиховим афилиjациjама и коауторима и сваком
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Табела 3.2: Броj учесника на конференциjи по годинама.

APSMM APSAM SIAM NIPS ICS RECOMB

1988 - - - 214 132 -
1989 - - - 205 121 -
1990 - - - 297 123 -
1991 - - - 302 116 -
1992 - - - 270 112 -
1993 - - - 301 114 -
1994 9660 3309 540 270 114 -
1995 9897 1947 425 292 144 -
1996 9991 2356 279 289 127 -
1997 9191 3388 579 289 109 111
1998 10924 2301 456 298 158 120
1999 20426 - 367 296 172 121
2000 10816 1744 403 307 105 150
2001 12401 1818 823 396 146 101
2002 11944 2446 1115 432 118 98
2003 13548 2127 642 469 103 95
2004 14595 1668 767 492 102 136
2005 14673 1140 792 515 165 141
2006 16484 1008 945 479 124 154
2007 16655 943 - 530 96 123
2008 16441 1473 1053 633 132 142
2009 16775 1630 1054 654 242 127
2010 17790 1342 1166 733 127 157
2011 18368 1088 - 746 171 167
2012 22343 1480 1223 938 133 148
2013 21510 1430 1205 884 210 125
2014 22789 1704 1407 1064 147 137
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научнику доделити jединствена лабела, као што jе предложено у [112]. Прво

jе потребно за сваки потпис издвоjити почетно слово имена и презиме и то

представља текстуални део лабеле. Затим се групишу сви потписи са истим

текстом лабеле и одабере се jедан потпис коме се дода редни броj 1, као други,

нумерички део лабеле. Лабели ће као атрибути бити придружени скуп потпи-

са, скуп коаутора и скуп афилиjациjа. У почетном тренутку ови атрибути ће

сарджати информациjе из само jедног узорка из кога jе узет почетни потпис.

Онда се претражуjу сви груписани узорци у коjима jедан од аутора има исти

текстуални део лабеле. Прво се пореде коаутори из изабраног узорка са ску-

пом коаутора коjи jе придружен лабели. Ако постоjи поклапање, сматра се да

jе у питању исти научник и његов потпис, коаутори и афилиjациjе се додаjу у

атрибуте придружене лабели, након чега се потпис из овог узорка сматра кла-

сификованим и неће се даље разматрати. Ако не постоjи поклапање коаутора,

пореде се афилиjациjе и понавља се поступак. У случаjу када не постоjи покла-

пање ни код коаутора, ни код афилиjациjа, не може се закључити да се ради

о истоj особи и потпис из овог узорка се сматра некласификованим. Описани

поступак се понавља док се за све потписе из узорака из исте групе не утврди

да ли им се може доделити иста лабела или се ради о различитим научницима

коjи имаjу исто почетно слово имена и презиме. Након тога се изабере jедан

од некласификованих потписа из исте групе и на текстуални део лабеле се до-

да редни броj 2 и понавља се претрага. Када се заврши класификациjа свих

аутора из посматране групе додаjући редне броjеве на текстуални део лабеле,

поступак се понавља из почетка за следећу групу аутора. На краjу, када су сви

аутори идентификовани, лабеле коjе садрже текстуални део због лакше обраде

података биће замењене редним броjевима од 1 до укупног броjа различитих

научника на конференциjи.

Да би описани поступак чишћења података био у потпуности одређен, тре-

бало би обjаснити и како су упоређени коаутори и афилиjациjе. Код поређења

коаутора, посматраjу се почетно слово имена и презиме и потребно jе да постоjи

потпуно поклапање. Приликом поређења афилиjациjа, пошто их научници пот-

писуjу на различите начине, могућа су два приступа. Прва опциjа коjа jе раз-
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матрана била jе да се искористи Google геокодер како би се за задату афилиjа-

циjу као повратна информациjа добили град и држава. Да би Google геокодер

вратио тачне резултате, потребно jе да афилиjациjа садржи довољно података,

што ниjе увек случаj. Оваj проблем jе решен употребом scikit-learn библиотеке

за машинско учење у python-у, коjа jе омогућила да се афилиjациjе за коjе су

одређени градови и државе искористе као скуп података за тренинг помоћу ко-

га ће се алгоритам за класификациjу научити и затим осталим афилиjациjама

доделити градове и државе. Ипак, овакав поступак се испоставио као непоуз-

дан, пошто су у великим градовима као што су Пекинг, Њуjорк и слично, сви

научници са истим почетним словом имена и презименом класификовани као

исте особе, при чему се често радило о научницима из различитих институци-

jа. Уместо тога, код другог приступа, афилиjациjе су се поредиле директно,

поређењем њихових текстуалних записа помоћу функциjе token_set_ratio из

библиотеке fuzzywuzzy у python-у, при чему услов да поклапање буде веће од

50%. Класификациjа применом овог поступка се испоставила као прецизниjа.

Код конференциjа APSMM, APSAM и SIAM, код коjих подаци нису доступ-

ни од самог почетка одржавања конференциjе, већ као што jе претходно речено

тек од Y0 = 1994. године, потребно jе изоставити научнике коjи су учество-

вали на конференциjама пре тог периода. За ове научнике величине коjе се

посматраjу, броj укупних учествовања, броj узастопних учествовања без пау-

зе и траjање паузе између два учествовања, неће бити тачне. Како не постоjи

прецизан начин да се ови научници детектуjу, посматра се вероватноћа њихо-

вог поjављивања на конференциjама пре датог периода. За сваку од ове три

конференциjе одређено jе просечно траjање паузе између два поjављивања 〈τ〉,

тако што jе прво за сваког учесника израчуната просечна пауза, а затим jе ова

величина усредњена по свим учесницима. При томе се траjање паузе између

два доласка на конференциjу мери у годинама, односно у броjу конференци-

jа на коjима научник ниjе учествовао. Научници коjи су се први пут поjавили

на конференциjи пре Y0 + 〈τ〉 године, изузети су из даље анализе, пошто се

претпоставља да су учествовали на конференциjи пре Y0 године и да подаци

о њиховоj активности нису комплетни. Конкретно, након одређивања просечне
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паузе, код све три конференциjе не посматраjу се научници коjи су учествовали

на конференциjама пре 1997. године. Проценат научника за коjе се сматра да

не постоjе комплетни подаци износи 10% за APSMM и SIAM, док jе за APSAM

таj проценат виши и износи 25%.

Описани метод за процену да ли су подаци комплетни, разликуjе се од по-

ступка коjи се користио у [113], где jе за сваког поjединца i одређено просеч-

но траjање паузе τi и уколико jе његова активност регистрована пре тренутка

Y0 + τi, сматра се да су подаци непотпуни. Разлог зашто jе овде посматрана

просечно траjање паузе усредњено по свим поjединцима 〈τ〉, представља прет-

поставка да се вероватноћа учествовања код поjединаца мења током времена,

а самим тим и дужине пауза, па би непоузданост процене била већа када би се

уместо 〈τ〉 посаматрало τi.

Потребно jе напоменути, да за APSAM конференциjу, коjа ниjе одржана

1999. године, ова година се не узима као пауза и учествовања 1998. и 2000.

године се посматраjу као узастопна. Исто важи за 2007. и 2011. годину код

SIAM конференциjе.

3.2 Meetup групе

Meetup jе онлаjн сервис коjи пружа могућност људима коjи деле заjедничка

интересовања да организуjу окупљања у офлаjн простору. Корисник коjи се

региструjе на Meetup порталу може основати нову групу или се учланити у неку

од већ постоjећих група. Чланство у групи jе бесплатно и добровољно. Постоjи

укупно 33 различите категориjе коjе покриваjу различите области интересовања

и свака Meetup група jе придружена одговараjућоj категориjи. У табели 3.3 дат

jе списак свих категориjа. Укупно има више од 240000 различитих група коjе

су регистроване у 181 држави на различитим континентима.

Jедан или више чланова групе могу предложити и организовати окупљање

са дефинисаним планом и програмом у одговараjућем термину и на одгова-

раjућем месту, док би остали чланови групе, уколико су заинтересовани и у

могућности да учествуjу, требало да потврде своj долазак. Догађаj може бити
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Табела 3.3: Преглед Meetup категориjа.

Музика Родитељи и породица Хоби и занат
Политика Религиjа Аутомобили

Образовање Паранормалне поjаве Ново доба и духовност
Здравље Књижевност Животна средина
Игрице Жене Мода
Фитнес Кућни љубимци Подршка
Кариjера Спорт Животни стил

Научна фантастика ЛГБТ Технологиjа
Уметност и култура Плес Храна и пиће
Jезик и етничке групе Самци Филм
Активности напољу Дружење Фотографиjа

веома популаран ако већина чланова одлучи да учествуjе, али исто тако постоjи

могућност да нико од чланова не потврди учествовање на неком догађаjу. Броj

чланова и учестаност догађаjа се мењаjу током времена и разликуjу се од групе

до групе. Приликом избора групе, веома битну улогу има географска локациjа.

Нема пуно смисла да се корисник учлани у групу где се догађаjи организуjу на

великоj физичкоj удаљености на коjима не може да учествуjе. На слици 3.1 се

може видети да jе расподела величине група у оквиру исте категориjе изузетно

хетерогена. Такође, може се закључити да након скалирања са просечном ве-

личином групе у категориjи 〈u〉, расподеле за све различите категориjе имаjу

исти облик. Слично важи и за расподелу броjа организованих догађаjа у групи,

коjа jе приказана на слици 3.2.

Подаци о групама у оквиру сваке категориjе, члановима и догађаjима орга-

низованим у групи чуваjу се у бази података и доступни су преко Интернета.

Приступ подацима jе бесплатан и омогућен jе путем Meetup API-jа. Код слања

упита, потребно jе навести коjи подаци се очекуjу као одговор. Подразумевани

формат података у коме ће бити одговор jе JSON. Како су подаци структу-

ирани, ниjе потребно њихово чишћење, као у случаjу научних конференциjа.

Сваком регистрованом кориснику додељена jе jединствена лабела.

На почетку прикупљања података, прво jе као одговор на упит добиjена
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Слика 3.1: Расподела величина група u скалираних са просечном величином
групе 〈u〉 у датоj Meetup категориjи. Расподеле су одређене за сваку од 33 раз-
личите категориjе. Величина групе jеднака jе броjу регистрованих корисника.
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Слика 3.2: Расподела броjа организованих догађаjа у групи v скалираних са
просечним броjем организованих догађаjа 〈v〉 у групама из посматране Meetup
категориjе. Приказане су расподеле за сваку од различитих категориjа.
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листа свих категориjа, коjа се може видети у табели 3.3. Затим jе за сваку ка-

тегориjу затражен списак група, информациjа о броjу чланова групе и броjу

организованих догађаjа у оквиру групе у том тренутку, као и информациjа да

ли су подаци о поjединачним члановима и догађаjима jавно доступни, пошто

администратори групе имаjу право да имена чланова и поjединости везане за

догађаjе не буду видљиви. На краjу су за четири групе из различитих кате-

гориjа (погледати табелу 3.4), код коjих jе омогућен приступ свим подацима,

прикупљени подаци о терминима сваког поjединачног догађаjа и члановима

коjи су потврдили учешће. Изабране групе су велике и активне, са неколико

хиљада чланова и организованих догађаjа, као што се може видети из табеле

3.5. Из резултата приказаних на слици 3.3 се види да се у датим групама из-

међу одржавања два догађаjа протекне свега неколико сати, док jе на слици

3.4 приказано колико се чланова месечно учлани у групу од тренутка њеног

оснивања.

Табела 3.4: Приказ четири изабране Meetup групе.

Назив групе Скраћеница Категориjа

geamclt GEAM Храна и пиће
pittsburgh-free PGHF Дружење
techlifecolumbus TECH Технологиjа
VegasHikers LVHK Активности напољу

Групa geamclt (GEAM) регистрована jе у Шарлоту у Сjедињеним Америч-

ким државама. Њени чланови се окупљаjу у ресторанима и баровима како би

пробали различита jела и коктеле. У групи pittsburgh-free (PGHF), чланови за-

jедно иду на дешавања у Питсбургу, као што су концерти, фестивали, обиласци

музеjа и код коjих jе улаз бесплатан или jефтин. За разлику од ових група,

чиjи jе циљ дружење и забава, у techlifecolumbus групи (TECH) идеjа jе да се

стручњаци из области информационих технологиjа упознаjу, размењуjу иску-

ства и можда започну нову сарадњу. Седиште ове групе jе у граду Коламбус
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Табела 3.5: Преглед података за посматране Meetup групе. Броj чланова и
организованих догађаjа се узима закључно са 18. мартом 2016. године.

Назив групе
Датум

оснивања
Броj

чланова
Броj

догађаjа

geamclt 01.04.2007. 5377 3986
pittsburgh-free 31.12.2010. 4995 4617
techlifecolumbus 28.08.2008. 3217 3162
VegasHikers 18.12.2005. 6061 5096
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Слика 3.3: Хистограм траjања пауза између одржавања два догађаjа. На x-оси,
∆t представља време мерено у сатима. На y-оси jе дат броj пауза коjе траjу ∆t.
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Слика 3.4: Броj нових чланова N коjи су се регистровали у току сваког месеца
m од тренутка оснивања групе (m = 1).

у Охаjу. Четврта изабрана група VegasHikers (LVHK) окупља поjединце из Лас

Вегаса коjи су заинтересовани за заjедничке шетње и камповање у природи.

За ове четири групе сваком догађаjу jе на основу тренутка одржавања до-

дељен редни броj као лабела почевши од 1 па до укупног броjа догађаjа. Чла-

нови групе имаjу jединствене лабеле коjе представљаjу комбинациjу слова и

броjева, али су им због jедноставниjе анализе додељене нове лабеле коjе, слич-

но као код догађаjа, узимаjу вредности од 1 до N , где N представља укупан

броj чланова.
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У овом поглављу ће се разматрати динамика учествовања поjединачних чла-

нова у активностима различитих социjалних група. Како би се квантификовали

обрасци учешћа, посматраjу се расподеле укупног броjа учествовања, расподе-

ла броjа узастопног учешћа (без пауза), као и расподела траjања паузе између

два учествовања. Прво jе за емпириjске расподеле коjе су одређене на основу

прикупљених података, испитано помоћу коjих теориjских расподела се могу

описати и извршена jе оцена параметара, а затим jе приказано како се приме-

ном математичког модела могу репродуковати резултати у реалним системима.

4.1 Емпириjска анализа

4.1.1 Научне конференциjе

За сваку од шест конференциjа коjе су изабране за анализу идентификовани су

различити научници коjи су учествовали на конференциjи током посматраног

временског периода и сваком поjединачно су придружени подаци о годинама

на коjима jе учествовао на конференциjи, као што jе описано у претходном

поглављу 3.1.

На основу прикупљених података, прво jе анализирано колико jе пута неки

научник учествовао на конференциjи. На слици 4.1 емпириjска расподела укуп-

ног броjа учествовања, коjа jе приказана наранџастим тачкама, показуjе да

наjвећи проценат научника представи своjе резултате на датоj конференциjи са-

мо jедном. Код конференциjа APSAM и SIAM таj проценат jе наjвиши и износи

око 80%, док на APSMM и NIPS конференциjама око 60% научника има само

jедно учествовање. Проценат научника коjи имаjу укупно x учествовања опада

како x расте. На поjединим конференциjама постоjе и учесници коjи немаjу ни
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jедан изостанак током посматраног периода. Њихов броj jе изузетно мали.
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Слика 4.1: Расподела укупног броjа учествовања на научним конференциjама.
Наранџастим тачкама приказана jе емпириjска расподела. Тачкаста линиjа од-
говара експоненциjалноj расподели, испрекидана линиjа степеноj расподели и
пуна линиjа одговара степеноj расподели са експоненциjалним репом.

Поред емпириjске расподеле, на истоj слици су приказани и резултати до-

биjени након фитовања података са три теориjске расподеле, при чему jе оцена

параметара извршена применом метода максималне веродостоjности, код коjе jе

коришћена Нелдер-Мид метода за минимизациjу. Тачкастом линиjом приказана

jе експоненциjална расподела са оптималним параметром λ. Може се закључити

да емпириjска расподела опада знатно спориjе од експоненциjалне расподеле,

на основу чега даље следи да се учествовање на конференциjи не може описати

jедноставним математичким моделом где поjединци долазе на догађаjе са неком

константном вероватноћом. Испрекидана линиjа одговара степеноj расподели са

параметром γ, а пуна линиjа степеноj расподели са експоненциjалним репом и

параметрима α и β. Да би се одговорило на питање коjа од ове две расподеле

наjбоље описуjе емпириjске резултате, примењен jе тест количника веродостоj-

ности (погледати поглавље 2.1). У табели 4.1 се може видети да jе вредност

логаритма количника функциjа веродостоjности R негативна за свих шест кон-

ференциjа, што показуjе да jе степена расподела са експоненциjалним репом

бољи избор. Додатно jе тестирана хипотеза да ли jе оваj резултат последица
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флуктуациjа, као што jе обjашњено у поглављу 2. Ова хипотеза jе одбачена,

пошто jе вероватноћа π ' 0, као што jе приказано у табели 4.1. Из приказаних

резултата, може се закључити да вероватноћа да учесник има x учествовања

на почетку опада по степеном закону са параметром α > 1.5, а затим за веће

вредности x опада експоненциjално.

Табела 4.1: Вредности параметара R и π након примене метода количника
веродостоjности за степену расподелу и степену расподелу са експоненциjалним
репом када се посматраjу узорци коjи одговараjу укупном броjу учествовања
на конференциjи.

Конференциjа R π

APSMM -1758.44 0.0
APSAM -36.89 0.0
SIAM -75.26 0.0
NIPS -76.64 0.0
ICS -8.54 3.60e-05

RECOMB -7.22 1.45e-04

Kод научника коjи имаjу jеднак броj учествовања, доласци могу бити непре-

кидни или са повременим кратким одсуствовањем, али исто тако могу бити

спорадични са дужим паузама. Да би се добио детаљниjи увид у динамику уче-

ствовања, осим укупног броjа поjављивања, потребно jе узети у разматрање

како jе оно организовано у времену. У скупу података у коме су задате године

на коjима jе jедан од научника учествовао на конференциjи, издвоjене су се-

квенце узастопних година током коjих jе научник учествовао на конференциjи

без изостанака. Емпириjска расподела броjа узастопних долазака приказана jе

наранџастим тачкама на слици 4.2. Подаци за APSMM и NIPS конференциjе

показуjу да постоjе учесници коjи током 20 година нису изостали ни са jедне

конференциjе. Са друге стране, код SIAM, ICS и RECOMB конференциjе не

постоjи учесник коjи jе имао више од 10 узастопних учествовања.

Понављањем истог поступка као када jе разматран укупан броj поjављивања

и овде се показало да подаци имаjу облик степене расподеле са експоненциjал-

ним репом, коjа jе приказана пуном линиjом. Оптималне вредности параметара
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Слика 4.2: Расподела броjа узастопних учествовања без пауза на научним кон-
ференциjама. Наранџастим тачкама приказана jе емпириjска расподела. Тачка-
ста линиjа одговара експоненциjалноj расподели, испрекидана линиjа степеноj
расподели и пуна линиjа одговара степеноj расподели са експоненциjалним ре-
пом.

расподеле α и β могу се видети на слици 4.2, док су резултати добиjени приме-

ном теста количника веродостоjности за степену расподелу и степену расподелу

са експоненциjалним репом дати у табели 4.2. Ако се упореде параметари рас-

поделе укупног броjа поjављивања и расподеле броjа узастопних поjављивања,

може се видети да расподела броjа узастопних поjављивања опада доста брже.

То значи да код већине учесника између њиховог првог и последњег учество-

вања коjе jе забележено на конференциjи постоjе паузе.

Да би се даље квантификовала динамика учествовања на конференциjи, од-

ређена jе и расподела траjања паузе између два поjављивања. На слици 4.3

наранџастим тачкама jе приказана расподела добиjена из прикупљених пода-

така, док су различитим линиjама приказане три теориjске расподеле. Овде jе

очигледно да се степена расподела, коjа jе приказана испрекиданом линиjом,

може искључити из даљег разматрања и потребно jе испитати да ли jе бољи

избор за опис емпириjских података експоненциjална расподела или степена

расподела са експоненциjалним репом. Након примене теста количника веро-

достоjности, чиjи су резултати приказани у табели 4.3, утврђено jе да треба

48



4. Обрасци учешћа

Табела 4.2: Вредности параметара R и π након примене метода количника
веродостоjности за степену расподелу и степену расподелу са експоненциjалним
репом када се посматраjу узорци коjи одговараjу броjу узастопних учествовања
без паузе на конференциjи.

Конференциjа R π

APSMM -554.05 0.0
APSAM -0.77 0.21
SIAM -17.98 2.01e-09
NIPS -17.52 3.24e-09
ICS -4.99 1.57e-03

RECOMB -1.48 0.09
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Слика 4.3: Расподела дужине паузе између два учествовања на научним конфе-
ренциjама. Наранџастим тачкама приказана jе емпириjска расподела. Тачкаста
линиjа одговара експоненциjалноj расподели, испрекидана линиjа степеноj рас-
подели и пуна линиjа одговара степеноj расподели са експоненциjалним репом.

користити степену расподелу са експоненциjалним репом. Резултати показуjу

да наjвећи проценат пауза коjе научници направе између два поjављивања на

конференциjи траjе само jедну годину. Ако научник одсуствуjе са конференциjе

неколико година, вероватноћа да ће поново учествовати на конфернциjу опада

веома брзо.
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Табела 4.3: Вредности параметара R и π након примене метода количника
веродостоjности за експоненциjалну расподелу и степену расподелу са експо-
ненциjалним репом када се посматраjу узорци коjи одговараjу траjању паузе
између два учествовања на конференциjи.

Конференциjа R π

APSMM -756.91 0.0
APSAM -34.59 1.11e-16
SIAM -11.54 1.55e-06
NIPS -58.22 0.0
ICS -7.64 9.24e-05

RECOMB -3.60 7.27e-03

4.1.2 Meetup групе

Емпириjске расподеле су показале интересантне обрасце учествовања на науч-

ним конференциjама. За свих шест научних конференциjа, све три посматране

расподеле, а то су расподела укупног броjа учествовања, расподела броjа уза-

стопних учествовања и расподела траjања паузе, имаjу облик степене расподеле

са експоненциjалним репом. То указуjе на изузетно хетерогену активност поjе-

динаца. Код наjвећег процента jе забележено само jедно учествовање, али са

друге стране, постоjе и они коjи су активни током читавог периода посматрања

не направивши ни jедан изостанак. Такође, изостанци између два учествовања

су наjчешће кратки, али ту су и примери где су учесници били неактивни више

од десет година, а затим су поново имали рад на истоj конференциjи. Да би

се испитало да ли jе овакво понашање карактеристично само за научну заjед-

ницу или jе у питању општи тренд присутан и у другим социjалним групама,

неопходно jе анализирати и податке о другим заjедницама. У наставку jе ана-

лизирана активност чланова Meetup група коjе у односу на научну заjедницу

представљаjу потпуно другачиjи социjални систем.

За разлику од посматраних научних конференциjа коjе се организуjу jедном

годишње, време коjе протекне између два Meetup догађаjа jе знатно краће, па

случаjна променљива коjа представља укупан броj учествовања овде може има-

ти доста веће вредности у поређењу са конференциjама. Ипак, ова два система
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Слика 4.4: Расподела укупног броjа учествовања на Meetup догађаjима. На-
ранџастим тачкама приказана jе емпириjска расподела. Тачкаста линиjа од-
говара експоненциjалноj расподели, испрекидана линиjа степеноj расподели и
пуна линиjа одговара степеноj расподели са експоненциjалним репом.

испољаваjу слично понашање. Као што се може видети на основу слике 4.4 и

табеле 4.4, степена раподела са експоненциjалним репом наjбоље фитуjе подат-

ке о укупном броjу учествовања на Meetup догађаjима, као и код конференциjа.

Као последица великог броjа организованих догађаjа на коjима чланови могу да

учествуjу током посматраног временског периода и чињенице да таj период ниjе

дужи од 10 година, тако да се може сматрати да ће већина учесника задржати

активан статус, вредност параметра β код степене расподеле са емпириjским

репом на слици 4.4 jе неколико десетина пута мања него код конференциjа.

Активност чланова jе изразито неравномерно распоређена и не може се групи-

сати око неке средње вредности. Током више од 3000 организованих догађаjа,

наjвећи проценат чланова групе jе дошао на само jедан догађаj, након чега ви-

ше нису били заинтересовани за учествовање, али може се уочити и да постоjе

малоброjни, али веома активни чланови са неколико стотина, па чак и преко

хиљаду учествовања.
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Табела 4.4: Вредности параметара R и π након примене метода количника
веродостоjности за степену расподелу и степену расподелу са експоненциjалним
репом када се посматраjу узорци коjи одговараjу укупном броjу учествовања
на Meetup догађаjима.

R π

GEAM -97.70 0.0
PGHF -58.04 0.0
TECH -90.84 0.0
LVHK -236.52 0.0

Када се погледа расподела броjа узастопних догађаjа без изостанака на сли-

ци 4.5, може се видети да она опада по степеном закону са параметром γ чиjа

jе вредност између 2.8 и 3.4. Максималан броj узастопних долазака jе око 100,

осим код групе TECH где не постоjи члан коjи jе дошао на више од 20 догађаjа

не направивши притом ниjедан изостанак.
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Слика 4.5: Расподела броjа узастопних учествовања без пауза на Meetup до-
гађаjима. Наранџастим тачкама приказана jе емпириjска расподела, док пуна
линиjа одговара степеноj расподели.

У склопу анализе динамике учествовања на Meetup догађаjима, одређена jе
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Слика 4.6: Расподела дужине паузе између два учествовања на Meetup догађаjи-
ма. Наранџастим тачкама приказана jе емпириjска расподела, док пуна линиjа
одговара степеноj расподели са експоненциjалним репом.

и емириjска расподела траjања паузе између два учествовања (слика 4.6). Ова

расподела има облик степене расподеле са експоненциjалним репом, као и распо-

деле коjе су одређене на основу података за конференциje, али постоjи значаjна

разлика између њихових параметара. Код Meetup догађаjа вероватноћа да се

поjединац неће приjавити на ys узастопних догађаjа, а затим потврдити долазак

на следећем догађаjу, опада знатно спориjе него код конференциjа. Тако проце-

нат пауза коjе подразумеваjу изостанак са jедног догађаjа износи између 10%

и 20%, док jе вероватноћа да ће неко изостати са неколико хиљада догађаjа,

а затим одлучити да поново учествуjе веома мала, али емпириjска расподела

показуjе да су забележени и такви случаjеви.

Да би се употпунили резултати коjи описуjу активност у Meetup групама, на

слици 4.7 jе дат визуелни приказ образаца учествовања. На x-оси су означени

идентификатори догађаjа коjи су им додељени на основу времена одржавања.

На у-оси су дати идентификатори чланова, тако да слика илуструjе активност

чланова на догађаjима. Са слике се може видети да постоjи неравномерна рас-
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подела учествовања и пауза између чланова. Наjвећи броj чланова активан jе

само повремено, али постоjе и изузеци коjи се издваjаjу по учесталим долас-

цима, што jе у складу са претходним резултатима. Овде се додатно види како

изгледа долазак нових чланова на догађаjе и да тренутак првог поjављивања

на догађаjу у групи нема значаjниjи утицаj на касниjу активност члана.
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Слика 4.7: Илустрациjа матрице коjа описуjе учествовање на Meetup догађаjи-
ма. Свака врста ове матрице одговара jедном члану Meetup групе, док су у
колонама представљени догађаjи по редоследу одржавања. Наранџасте тачке
на слици означаваjу догађаjе на коjима jе члан учествовао.

4.2 Генерализовани бинарни Поjин модел

Jедан од наjбитниjих закључака коjи следи из резултата коjи су до сада прика-

зани jесте да ниjедна од посматраних расподела не опада по експоненциjалном

закону. То значи да се динамика учествовања у активностима jедне групе не

може посматрати као Бернулиjев процес где поjединац учествуjе на догађаjи-

ма са неком константном вероватноћом (погледати поглавље 2.2.1). Познати су
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многоброjни примери из реалног света где постоjе изразито неjеднаке расподеле

код коjих jе одступање од средње вредности веома велико, као што су степена

расподела и степена расподела са експоненциjалним репом [114], што jе случаj

и код података коjи су овде посматрани. Ова поjава се обjашњава Матеjевим

ефектом, коjи jе добио назив због стиха из jеванђеља по Матеjу "ко има даће

му се"и односи се на кумулативност успеха. Често се користи и изрека "богат

ће постати богатиjи"(на енглеском "the rich get richer"). Узимаjући у обзир дато

обjашњење, за опис активности члана у групним догађаjима тестиран jе гене-

рализовани бинарни Поjин модел предложен у поглављу 2.2.3, где вероватноћа

учествовања расте са броjем претходних поjављивања и опада ако поjединац

прави изостанке.

4.2.1 Научне конференциjе

Код научних конференциjа прво jе проверено да ли се вероватноћа учествовања

заиста мења са броjем претходних долазака и недолазака. На слици 4.8, x озна-

чава коjа jе то конференциjа по реду на коjоj jедан научник учествуjе, а на y-оси

jе приказана вероватноћа да ће учествовати на конференциjи следеће године.

Дата вероватноћа jе одређена на основу емпириjских података као однос броjа

научника коjи долазе на наредну конференциjу након x долазака. Приказани

резултати потврђуjу претпоставку да вероватноћа учествовања расте са броjем

поjављивања. Одступања коjа постоjе за веће вредности x, последица су огра-

ниченог броjа учествовања коjе jедан научник може да оствари. Како расподела

укупног броjа учествовања за веће вредности x експоненциjално опада (слика

4.1), вредност g jе одређена на основу веома малог узорка у тоj области.

Показало се да броj изостанака, такође, има утицаj на вероватноћу поjављи-

вања. Одвоjено су посматрани научници коjи имаjу 1, 2 и 3 учествовања, за коjе

jе на слици 4.9 приказанo колико њих ће након n везаних изостанака направити

и n+ 1 изостанак на следећоj конференциjи и види се да таj проценат расте са

сваким новим изостанком.

Пошто jе утврђено да jе претпоставка да вероватноћа поjављивања на кон-

ференциjи зависи од претходних долазака оправдана, размотрен jе математич-
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Слика 4.8: Проценат научника g коjи након x учествовања долазе на наредну
конференциjу.

ки модел учествовања поjединаца у колективним активностима. Подсетимо се

да по моделу описаном у поглављу 2.2, начин на коjи су поjављивања и паузе

организовани у времену зависи од вероватноће прелаза између стања p(x, t) и

вероватноће да ће члан напустити систем r. Aко jе вероватноћа прелаза дата

генерализованим бинарним Поjиним моделом p(x, t) = xa

xa+(y+y0)a
, циљ jе пока-

зати да се одговараjућим избором параметара a, y0 и r, могу описати обрасци

учешћа на научним конференциjама.

Расподела укупног броjа поjављивања може се одредити нумеричким ре-

шавањем jедначина 2.20 и 2.22 или симулациjама учествовања великог броjа

поjединаца, код коjих се као резултат на излазу генеришу подаци о поjављи-

вању и изостанцима чланова, на основу коjих се осим расподеле укупног броjа

поjављивања, могу додатно одредити и расподела броjа узастопних учество-

вања без пауза, као и расподела траjања паузе. Конкретно, у jедноj симулациjи

се генерише 105 различитих узорака, на основу коjих се одређуjу расподеле.

Сваки узорак представља низ нула и jединица, где 1 означава да jе члан дошао

на догађаj, а 0 да се ниjе поjавио. Дужина низа jеднака jе броjу догађаjа до

тренутка када jе посматрани члан напустио систем. За сваког члана, као по-

четни услов се узима x = 1, y = 0 и t = 1. Симулациjе су извршене за различите

скупове параметара (a, y0, r) да би се одредиле оптималне вредности у односу
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Слика 4.9: Проценат научника ρ коjи су након x учествовања изостали са n

наредних конференциjа и коjи ће изостати и са n + 1 конференциjе, али ће
поново учествовати на некоj од следећих конференциjа.

на емпириjске резултате са научних конференциjа. За сваки скуп параметара,

симулациjа jе поновљена 100 пута, а затим jе израчунато Кулбак-Леjблерово

растоjање између расподеле одређене на основу прикупљених података са кон-

ференциjа и усредњене расподеле коjа се добиjе из експеримента над моделом.

Вредности a, y0 и r за коjе jе Кулбак-Леjблерово растоjање минимално изабране

су као оптимални параметри.

Оптималне вредности параметара за шест посматраних конференциjа дате

су у табели 4.5. Као што се може видети, свакоj конференциjи одговараjу раз-

личити параметри. Треба приметити да jе вредност параметра a > 1.5, што

значи да вероватноћа учествовања брзо расте када учесник редовно долази на

конференциjу, али исто тако брзо и опада, ако прави изостанке. Вредности па-

раметра y0 показуjу да jе након првог поjављивања вероватноћа доласка на

следећу конференциjу мала, односно да на почетку постоjи препрека коjу jе по-

требно превазићи редовним учествовањем. Све ово указуjе на битну улогу коjу

има социjална компонента. Када се први пут поjави на конференциjи, потребно

jе да научник образуjе познанства са другим учесницима. Уколико jе упоран

и настави да долази на конференциjу, успоставиће стабилне везе у социjалноj

мрежи и постаће део заjеднице. Изостаjањем са конференциjе, везе са другим
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учесницима ће ослабити. У моделу jе подразумевано да научник може одуста-

ти од учествовања на конференциjи са неком вероватноћом r услед промене

области истраживања, одлуке да напусти академску заjедницу, пензионисања

или неког другог разлога. На основу резултатa коjи су се добили као оптималне

вредности параметара модела, проценат научника коjи одустане од учествовања

на конференциjи сваке године jе висок и износи преко 13%.

Табела 4.5: Оптималне вредности параметара модела за сваку од посматраних
конференциjа.

Конференциjа a y0 r

APSMM 1.550 2 0.165
APSAM 1.700 4 0.135
SIAM 1.525 4 0.155
NIPS 1.525 3 0.130
ICS 1.575 4 0.135

RECOMB 1.675 3 0.175

Са слике 4.10 се види да су расподела укупног броjа учествовања на конфе-

ренциjи на основу прикупљених емпириjских података и расподела применом

математичког модела са оптималним параметрима веома сличне. Исто важи и

за расподелу броjа узастопних учествовања без пауза, коjа jе приказана на сли-

ци 4.11, као и за расподелу траjања паузе, дату на слици 4.12. Овим jе потврђено

да се одабиром одговараjућих параметара помоћу предложеног математичког

модела може веродостоjно описати динамика учествовања на научним конфе-

ренциjама.
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Слика 4.10: Расподела укупног броjа учествовања на научним конференциjама.
Наранџастим тачкама приказана jе расподела на основу података прикупљених
са конференциjа, зеленим кружићима на основу резултата симулациjа и црним
троугловима су приказани резултати добиjени нумеричким решавањем модела.
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Слика 4.11: Расподела броjа узастопних учествовања без пауза на научним кон-
ференциjама. Наранџастим тачкама приказана jе расподела на основу података
прикупљених са конференциjа, a зеленим кружићима на основу резултата си-
мулациjа.
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Слика 4.12: Расподела дужине паузе између два учествовања на научним кон-
ференциjама. Наранџастим тачкама приказана jе расподела на основу података
прикупљених са конференциjа, a зеленим кружићима на основу резултата си-
мулациjа.

4.2.2 Meetup групе

Пре него што се приступи тестирању модела код Мeetup група, потребно jе на-

правити измену коjа се односи на период активности неког поjединца у групи.

Код моделирања учествовања на конференциjама, претпостављено jе да науч-

ник може одустати од даљег учествовања са неком константном вероватноћом,

исто као и у [65], где jе моделирано напредовање у професионалноj кариjери,

коjа не мора бити искључиво научна. Како сви корисници коjи су регистровани

на Мeetup порталу имаjу активан статус, без обзира на то колико дуго нису

узимали учешће у групним активностима, претпоставка да се чланство може

завршити у неком случаjном тренутку ниjе оправдана. То додатно потврђуjу и

резултати приказани на слици 4.6, где се може видети да постоjе чланови коjи

након учествовања праве паузе од преко 3000 догађаjа, а затим поново уче-

ствуjу на неком догађаjу у групи. У моделу коjи jе коришћен код Мeetup група,

претпостављено jе да се на сваком догађаjу поjави 20 нових учесника и да они

остаjу активни на свим наредним догађаjима. Вероватноћа да ће се након свог

првог учествовања, члан поjавити на неком следећем догађаjу, описана jе гене-
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рализованим бинарним Поjиним моделом. Параметри модела a и y0, одређени

су на потпуно исти начин као и код научних конференциjа. У свакоj симулаци-

jи посматрано jе 5000 догађаjа и укупно 105 различитих учесника. Оптималне

вредности параметара, коjе су добиjене као резултат, приказане су у табели 4.6.

Табела 4.6: Оптималне вредности параметара модела за сваку од посматраних
Мeetup група.

Конференциjа a y0

GEAM 1.35 7
PGHF 1.40 7
TECH 1.35 8
LVHK 1.30 7

Вредности параметра y0 знатно се разликуjу у односу на конференциjе, што

jе и очекивано с обзиром на мањи временски размак између Meetup догађаjа,

па jе тако вероватноћа паузе након првог учествовања већа. Додатни утицаj

на овакве вредности параметра y0 има и броj учесника Meetup догађаjа, коjи

jе мањи него код конференциjа, због чега jе теже образовати стабилне везе у

социjалноj мрежи. Са друге стране, утицаj изостанака на почетку на будуће

учествовање jе мањи, пошто параметар a има вредност између 1.3 и 1.4, за

разлику од конференциjа код коjих jе a > 1.5, тако да код Meetup догађаjа ве-

роватноћа учествовања спориjе опада када члан прави паузе и исто тако спориjе

расте са броjем долазака. Интересантно jе да су вредности параметара модела

a и y0 за четири посматране Meetup групе веома сличне, што ниjе случаj код

конференциjа.

Статистичка анализа узорака коjи су се добили након симулациjе учество-

вања поjединаца на догађаjима, користећи генерализовани бинарни Поjин мо-

дел са параметрима коjи су дати у табели 4.6, показала jе да се помоћу овог

модела могу обjаснити обрасци учествовања на Meetup догађаjима. На сли-

ци 4.13 приказана jе расподела укупног броjа учествовања, на 4.14 расподела

броjа узастопних учествовања без пауза, док се на 4.15 може видети расподела

траjања паузе између два поjављивања. На овим сликама, наранџастим тачкама
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Слика 4.13: Расподела укупног броjа учествовања на Meetup догађаjима. На-
ранџастим тачкама приказана jе расподела на основу података прикупљених са
Meetup портала, а зеленим кружићима на основу резултата симулациjа.
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Слика 4.14: Расподела броjа узастопних учествовања без пауза на Meetup до-
гађаjима. Наранџастим тачкама приказана jе расподела на основу података
прикупљених са Meetup портала, a зеленим кружићима на основу резултата
симулациjа.
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Слика 4.15: Расподела дужине паузе између два учествовања на Meetup до-
гађаjима. Наранџастим тачкама приказана jе расподела на основу података
прикупљених са Meetup портала, a зеленим кружићима на основу резултата
симулациjа.

су приказани емпириjски резултати, а зеленим круговима резултати симулаци-

jа. Код све четири посматране Meetup групе, постоjи добро поклапање између

емпириjских резултата и модела.

4.3 Универзалне карактеристике динамике учество-

вања у колективним активностима

На основу резултата коjи су представљени у оквиру овог поглавља, могу се

извести генерални закључци о обрасцима учествовања у колективним актив-

ностима и направити поређења између различитих социjалних група. И поред

тога што између посматраних научних конференциjа, као што jе већ речено у

поглављу 3, постоjе битне разлике као што су област истраживања, броj учесни-

ка или место одржавања, емпириjска анализа jе показала да њихови учесници

имаjу сличан тренд понашања када су доласци на конференциjу у питању. Рас-

поделе броjа поjављивања и пауза коjе опадаjу по степеном закону до одређене
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вредности када почињу да опадаjу експоненциjално, представљаjу заjедничку

карактеристику код свих шест конференциjа. Иако се параметри ових распо-

дела разликуjу, оне указуjу на постоjање механизама коjи узрокуjу изузетно

хетерогену активност између научника на одређеноj конференциjи, коjа се не

може обjаснити тривиjалним моделом, као што jе Бернулиjев процес. Мате-

матички модел учествовања на догађаjима где се вероватноћа прелаза између

стања мења у времену као у генерализованом бинарном Поjином моделу са по-

зитивном повратном спрегом, може успешно описати динамику учествовања на

различитим научним конференциjама. Jасно jе да се у разматрање могу узети

и додатне карактеристике система и да се модел може даље унапредити, али то

овде ниjе циљ. Показало се да се помоћу посматраног модела може обjаснити

и учествовање на Meetup догађаjима. Meetup групе представљаjу потпуно дру-

гачиjу врсту социjалног система са дискретном динамиком у односу на научне

конференциjе. Пре свега, научне конференциjе подразумеваjу професионалана

окупљања, за разлику од догађаjа на коjима могу да учествуjу чланови Meetup

група. Битна разлика jе и учестаност догађаjа коjа jе код конференциjа на го-

дину дана, док jе код Meetup група знатно већа. Без обзира на ове разлике,

резултати на основу прикупљених емпириjских података, као и чињеница да

предложени математички модел може успешно обjаснити ове резултате, ука-

зуjу на универзалне механизме коjи се налазе у основи динамичких процеса у

посматраним системима.
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Примери реалних мрежа код коjих структура остаjе непромењена током вре-

мена су веома ретки. Код већине мрежа, постоjеће везе се могу раскинути, a

исто тако се између чворова коjи нису повезани могу успоставити нове везе.

Структурне промене се не мораjу односити искључиво на гране, већ се и броj

чворова може повећавати или смањивати. Приликом проучавања мрежа чиjа

се структура мења током времена, jедна могућност jе да се изабере тренутак у

коме ће се посматрати структура применом метода коjи се користе код анализе

статичке мреже, занемаруjући на таj начин динамичке промене. Овакав при-

ступ jе углавном био коришћен у прошлости, док су у новиjим истраживањима

промене структуре узете у разматрање и посвећено jе доста пажње како би се

разумела њихова своjства, при чему методи и мотивациjа проучавања могу би-

ти различити. Требало би споменути истраживање коjе се односи на процену

стабилности мреже приликом каскадних отказа грана и чворова проузрокова-

них кваровима, злонамерним нападима или неким другим разлозима [115–118],

као и истраживања на тему организациjе структуре мреже у времену коjа мо-

же бити спонтана или под утицаjем различитих фактора [119–122]. Недавно jе

уведен поjам временских мрежа и дефинисани су одговараjући параметри коjи

поред тополошких имаjу и додатну временску димензиjу [40, 123].

Мрежа коjа описуjе социjалне интеракциjе између поjединаца jе карактери-

стичан пример мреже чиjа се структура мења у времену. У социjалним мрежама

коjе су овде проучаване, интеракциjе између поjединаца одвиjаjу се кроз уче-

ствовање на колективним догађаjима, а самим тим и мрежа еволуира посред-

ством колективних догађаjа. Како су временска резолуциjа и броj одржаних

догађаjа у изабраним Meetup групама велики, а исто тако у овим групама по-
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стоjе подаци о члановима коjи су потврдили долазак на догађаj, за разлику

од конференциjа, где поjављивање поjединих научника као коаутора на раду

не мора да значи и њихов долазак на конференциjу, Meetup групе су знат-

но погодниjе за анализу од научних конференциjа. Због наведених разлога, у

наставку овог поглавља разматрана jе еволуциjа социjалне мреже између чла-

нова Meetup група. Након одржавања сваког поjединачног догађаjа долази до

промене структуре мреже. Те промене могу подразумевати: 1) долазак нових

чланова коjи ће формирати нове везе међусобно, као и са старим члановима,

2) формирање нових веза између старих чланова коjи пре посматраног оку-

пљања нису остварили међусобни контакт или 3) везе између старих чланова

коjи су раниjе већ учествовали заjедно на jедном или више догађаjа ће постати

jаче. Прво jе посматрано како се локални тополошки параметри поjединачних

чланова мењаjу са броjем учествовања на догађаjима и дискутована jе међусоб-

на зависност структурних и динамичких карактеристика, а затим jе испитан

утицаj коjи поjединачни догађаjи имаjу у организациjи мреже.

5.1 Анализа Meetup социjалних мрежа

Прикупљени подаци о учествовању чланова Meetup групе у њеним активности-

ма, не могу се директно представити у виду мреже социjалних интеракциjа.

Идеjа jе да се прво конструише бипартитна мрежа чиjи подскупови чворова

одговараjу члановима и догађаjима, а затим ће се као проjекциjа бипартитне

мреже добити отежињена монопартитна мрежа у коjоj чворови и гране пред-

стављаjу чланове и интеракциjе између чланова. У отежињеноj мрежи, два чво-

ра ће бити повезана граном, уколико су одговараjући чланови заjедно учество-

вали на неком од догађаjа, док jе тежина гране jеднака укупном броjу њиховог

заjедничког учешћа. Овако проjектована мрежа биће густо повезана. Недоста-

так описаног поступка за конструисање социjалне мреже на основу активности

чланова Meetup групе jесте поjава грана коjе не представљаjу релевантне ин-

теракциjе између чланова. Као пример може се узети заjедничко учествовање

на великим догађаjима или заjедничко учествовање веома активних чланова.
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Слика 5.1: Расподела тежина грана у проjектованоj монопартитноj мрежи пре
филтрирања (наранџасте тачке) и након филтрирања (зелени кружићи).

У наведеним примерима истовремена поjава два члана на догађаjу може бити

последица случаjности и не мора указивати да jе између њих постоjала интерак-

циjа. Да би се издвоjиле битне од случаjних интеракциjа, мрежа jе филтрирана

као што jе описано у поглављу 2.3.3. Сматра се да све гране чиjа jе вероватноћа

у ансамблу бипартитних мрежа са задатом расподелом степени чворова већа

од pc = 0.05 представљаjу интеракциjе коjе нису релевантне и коjе су последица

случаjности. Након филтрирања, густина мреже ће се смањити, при чему међу

уклоњеним гранама већи удео чине гране са малим тежинама, што утиче на

расподелу тежина грана, као што се може видети на слици 5.1, где jе расподела

приказана за случаj пре и после филтрирања.

У оквиру истраживања како се у четири различите Meetup групе развиjаjу

структуре социjалних мрежа након поjединачних догађаjа, посматрана jе про-

мена степена и снаге чвора са броjем учествовања. За сваког учесника су одређе-

ни укупан броj значаjних интеракциjа и укупна снага тих интеракциjа након

сваког догађаjа на коjем jе учествовао, а затим су за учествовање са редним

броjем x вредности степена и снаге усредњени по свим учесницима. Резултати

су приказани на слици 5.2. Када се учесник први пут поjави на догађаjу, може
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Слика 5.2: Зависност средњег степена 〈q〉 и средње снаге чвора 〈s〉 од броjа
учествовања x.

успоставити везе са присутним учесницима тежине 1, тако да у том тренутку

степен и снага имаjу jеднаке вредности. После само неколико учествовања сна-

га чвора ће имати знатно већу вредност у односу на његов степен и та разлика

ће наставити да се повећава са броjем учествовања код све четири посматране

групе. У групама GEAM и TECH, jављаjу се дисконтинуитети након неколико

стотина учествовања, коjи су последица лоше статистике, односно средња вред-

ност се рачуна на основу малог узорка коjи садржи изузетно мали броj чланова

коjи имаjу 300 или више учествовања.

Прегледниjи увид у промену односа између степена и снаге чвора са броjем

долазака на догађаjе може се добити са слике 5.3. У тренутку стотог учество-

вања на догађаjу, просечна вредност снаге чвора jе и до десет пута већа од

просечне вредности степена. Из посматраних резултата следи закључак да по-

стоjи изражен тренд понављања интеракциjа између чворова коjи су повезани

граном, док jе процес успостављања нових веза заступљен, али у мањоj мери.

На слици 5.4 jе приказана зависност између степена и средње снаге чвора у

комплетноj мрежи након одржавања последњег међу посматраним догађаjима.

Сви чворови коjи имаjу jеднаке вредности степена q су груписани и одређена

68



5. Структура социjалних мрежа под утицаjем учешћа на догађаjима

10
-2

10
-1

10
0

10
0

10
1

10
2

10
3

〈q
〉/

〈s
〉

x

GEAM
PGHF
TECH
LVHK

Слика 5.3: Промена односа између средњег степена 〈q〉 и средње снаге чвора
〈s〉 са броjем учествовања x.

jе средња вредност снаге 〈s〉. Код чворова са малим степеном (q < 50), снага

чвора расте линеарно, односно снага и степен чвора имаjу приближно jеднаку

вредност. Овакво понашање jе карактериситчно за чланове коjи имаjу jедно

или свега неколико учествовања на догађаjима, тако да они образуjу мали броj

веза са суседима и те везе имаjу мале тежине. Са порастом вредности степена,

снага чвора расте веома брзо, па чворови коjи имаjу наjвећи броj успостављених

веза са суседима, имаjу и наjвећу просечну вредност тежина грана. Важно jе

приметити да код све четири групе, постоjи поклапање резултата, без обзира

на разлике у величини мреже, броjу одржаних догађаjа, али и разлике између

брзине промене односа између средњег степена и средње снаге чвора након

сваког новог учествовања (слика 5.3).

Ако се ови резултати упореде са резултатима из претходног поглавља где

jе разматрана динамика учествовања на догађаjима и утврђено да вероватноћа

учествовања расте са броjем долазака, може се закључити да социjална компо-

нента има важну улогу када jе поjављивање на догађаjима у питању. Учество-

вањем на догађаjима, чланови образуjу нове везе, али пре свега они повећаваjу

тежине веза коjе су већ успостављене на претходним догађаjима и на таj на-

чин постаjу стабилниjе повезани са остатком заjеднице у социjалноj мрежи.
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Слика 5.4: Зависност између степена q и средње снаге чвора 〈s〉 у комплетноj
мрежи након одржавања последњег посматраног догађаjа.

После првог учествовања на догађаjу, везе корисника у социjалноj мрежи су

слабе и вероватноћа учествовања на следећим догађаjима jе мала. Активним

учествовањем корисник ће истовремено учврстити своjе везе у мрежи и повећа-

ти изгледе за долазак на следеће окупљање, при чему та одлука зависи и од

одлуке чланова коjи су му суседи у социjалноj мрежи да ли ће узети учешће на

догађаjу.

Поред степена и снаге чворa, посматрана jе и промена усредњеног коефи-

циjента груписања 〈C〉 након сваког новог учествовања на Meetup догађаjу.

Резултати приказани на слици 5.5 показуjу да jе вероватноћа да су чланови

са коjима учесник образуjе гране на свом првом учествовању такође међусобно

повезани већа од 60%. Ова вероватноћа ће се смањити како члан буде образо-

вао нове везе у социjалноj мрежи са члановима коjе ће упознати на наредним

догађаjима. На почетку ће средња вредност коефициjента груписања опадати

брзо, али ће већ након 10 поjављивања промене постати веома мале. Одсту-

пања коjа постоjе за веће вредности x у групама GEAM и TECH, као што jе

већ обjашњено, последица су лоше статистике.

На истоj слици, зеленим кружићима приказана jе и промена вредности усредње-

ног отежињеног коефициjента груписања 〈Cw〉, коjи поред податка о груписању
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Слика 5.5: Зависност средњег коефициjента груписања 〈C〉 и средњег отежиње-
ног коефициjента груписања 〈Cw〉 од броjа учествовања x.

у локалне заjеднице на нивоу три чвора, додатно укључуjе и информациjу о те-

жини грана (погледати поглавље 2.3.1). Поређењем вредности 〈C〉 и 〈Cw〉 може

се утврдити да ли се формираjу заjеднице између чворова чиjе гране имаjу

велике тежине. У тренутку првог поjављивања, вредности 〈C〉 и 〈Cw〉 су jед-

наке, пошто гране имаjу jединичне тежине. Слично као и код неотежињеног

коефициjента груписања и овде ће вредност опадати са новим учествовањима

и образовањем нових веза, на почетку брже, а затим спориjе. Ипак, важно jе

приметити да отежињени коефициjент груписања има већу вредност, што по-

казуjе да се локалне заjеднице формираjу са суседима са коjима чвор има jаке

везе. Ова разлика између вредности 〈C〉 и 〈Cw〉 мање jе изражена током првих

учествовања када члан тек успоставља везе са своjим суседима у мрежи. Како

броj догађаjа на коjима се члан поjавио расте, формираjу се нове везе, али ис-

то тако тежине неких од већ постоjећих веза постаjу све веће. Тада и разлика

између неотежињеног и отежињеног коефициjента груписања, такође, постаjе

све већа. Ово указуjе на битну улогу коjе груписање суседа са коjима постоjе

везе великих тежина има у организациjи мреже током времена.

Да би се додатно истакао значаj резултата коjи су добиjени за вредности
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отежињеног и неотежињеног коефициjента груписања, посматрано jе како би

ови параметри изгледали у случаjу отежињене мреже коjа се добиjа проjек-

циjом рандомизоване бипартитне мреже. Бипартитна мрежа jе рандомизована

тако што jе извршено превезивање постоjећих грана између чланова и догађаjа,

при чему су вредности степена чворова остале непромењене. Код процеса пре-

везивања, прво се изаберу на случаjан начин два чвора i и j коjи представљаjу

чланове Meetup групе, а затим се изаберу два догађаjа li и lj, такође насумично,

на коjима су изабрани чланови учествовали. Уколико jе li 6= lj и у бипартит-

ноj мрежи не постоjи веза између чвора i и чвора lj, као ни између чвора j

и li, ове две везе ће бити успостављене, а постоjећа веза између чворова i и li

и веза између j и lj, биће раскинуте. Описани поступак ће бити поновљен 10

× броj чланова × броj догађаjа пута. Након рандомизациjе бипартитне мреже,

проjектована отежињена мрежа имаће промењену структуру. Величина неког

догађаjа ће остати иста, али ће доћи до промене учесника, што ће узроковати

повећање тежине поjединих грана, али исто тако, долази и до смањења тежина

неких других грана. Укупан збир тежина свих грана у мрежи ће остати исти.

За сваку од четири Meetup групе, генерисано jе 100 рандомизованих отежиње-

них мрежа у коjима jе извршено филтрирање веза за коjе jе процењено да нису

релевантне.

Вредности неотежињеног и отежињеног коефициjента груписања у рандоми-

зованоj мрежи након x учествовања, прво су усредњене по члановима, а затим

су усредњене за сваку од 100 рандомизованих мрежа. Резултати су приказани

на слици 5.6. За разлику од оригиналне мреже, где вредност отежињеног коефи-

циjента груписања већ након првих неколико учествовања има већу вредност

у односу на неотежињени коефициjент груписања и та разлика се са сваким

новим доласком на догађаj све више повећава, у рандомизованоj мрежи та раз-

лика готово и да не постоjи. То показуjе да у рандомизованоj мрежи прили-

ком груписања три чвора тежине грана немаjу утицаj. Истовремено, додатно

jе потврђено да груписање чворова између коjих постоjе jаке везе представља

jедну од важних карактеристика у реалноj мрежи.
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Слика 5.6: Зависност средњег коефициjента груписања 〈C〉 и средњег отежиње-
ног коефициjента груписања 〈Cw〉 од броjа учествовања x у рандомизованоj
мрежи.

5.2 Утицаj поjединачних догађаjа на карактеристике

социjалне мреже

Еволуциjа структуре мреже до сада jе у овоj дисертациjи посматрана само са

становишта промене локалних структурних параметара на нивоу поjединачног

чвора. Подjеднако интересантно, али и важно jе размотрити промене коjе се

jављаjу на макроскопском нивоу након сваког догађаjа у групи.

Поступак коjи jе примењен у испитивању улоге коjу поjединачни догађаjи

имаjу у организациjи социjалне мреже, подразумева анализу отежињене моно-

партитне мреже коjа се добиjа проjекциjом бипартитне мреже након уклањања

догађаjа одговараjућим редоследом. На почетку су, за комплетну мрежу, иден-

тификоване релевантне везе, док су оне за коjе jе утврђено да су последица

случаjности занемарене. Уклањање догађаjа из бипартитне мреже може узро-

ковати смањење тежина грана или чак и њихово раскидање. Уколико између

два учесника догађаjа постоjи релевантна веза, тежина гране ће бити умање-

на за jедан, па уколико jе грана имала jединичну тежину, ова веза ће бити
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раскинута.

Посматрана су два параметра. Први се односи на проценат грана у мрежи η,

коjе би постоjале и да поjедини догађаjи нису организовани. Оваj параметар jе

дефинисан као однос броjа грана у мрежи Er коjи преостане када се одстрани

удео од r догађаjа и укупног броjа грана у комплетноj мрежи E

η(r) =
Er

E
. (5.1)

Jасно jе да расподела тежина грана значаjно утиче на вредност датог парамет-

ра, пошто се гране коjима су придружене мање тежине могу лакше раскинути.

Поред промене густине повезаности у мрежи, посматрана jе и промена средњег

отежињеног коефициjента груписања C̄w до коjе долази након издваjања фрак-

циjе r догађаjа. Уколико у заjедницама од три међусобно повезана чвора, по-

стоjи бар jедна слаба веза, вредност отежињеног коефициjента груписања ће

брзо опадати.

Два наjбитниjа параметра коjа одређуjу догађаj су време његовог одржавања

и броj учесника коjи су потврдили своj долазак. Да би се испитао њихов ути-

цаj на структурно уређење мреже, на повезаност чворова и њихово груписање,

за анализу су изабрана четири различита редоследа по коjима се вршило из-

дваjање догађаjа. Прво су догађаjи сортирани по величини и онда су уклањани

од наjброjниjег ка догађаjу са наjмањим броjем учесника, а потом и на супро-

тан начин, од наjмањег ка наjвећем. Затим jе поступак поновљен за редослед

коjим су се догађаjи одржавали, од првог ка последњем. На краjу jе посмат-

ран случаj када су догађаjи коjи ће бити одстрањени бирани насумично све док

не би преостао ни jедан догађаj у бипартитноj мрежи. Поступак насумичног

уклањања поновљен jе 100 пута, а затим су добиjени резултати усредњени. По-

ређењем резултата коjи се добиjу применом различитих метода изостављања

догађаjа, требало би да се покаже да ли су карактеристике интеракциjа на ве-

ликим и малим окупљањима другачиjе. Такође, очекуjе се одговор на питање да

ли постоjи разлика између стабилности веза коjе се остваре на почетним и кас-

ниjим догађаjима, као и да ли jе одлика поновљених заjедничких учествовања
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Слика 5.7: Утицаj поjединачних догађаjа на међусобну повезаност чворова у
мрежи. Слика лево: догађаjи су уклањани по величини, од наjвећег ка наjмањем
(b) и обрнуто, од наjмањег ка наjвећем (s). Слика десно: догађаjи су уклањани
по редоследу одржавања (f) и насумично (r).

локализованост у одређеном временском интервалу.

Резултати на слици 5.7, приказуjу колико веза у мрежи у односу на уку-

пан броj веза би постоjало и када неки од догађаjа не би били одржани. На

слици лево jе критериjум по коjем су догађаjи издваjани била њихова вели-

чина. Пуном линиjом jе приказано како вредност параметра η опада када се

догађаjи уклањаjу од наjвећег ка наjмањем, а испрекидана линиjа одговара су-

протном редоследу, од наjмањег ка наjвећем. Може се видети да jе у три од

четири посматране групе, довољно уклонити само 20% догађаjа са наjвећом

броjем учесника како би око 80% веза било раскинуто. Оваj податак указуjе да

код наjвећег броjа парова чланова између коjих долази до интеракциjа на неком

од наjвећих догађаjа, интеракциjе нису постоjале пре посматраног догађаjа и

неће се поновити на догађаjима коjи ће уследити. Са становишта структуре

комплексне мреже, то значи да између два чвора коjа су придружена посмат-

раним члановима постоjи грана мале тежине. Са друге стране, ако се уклони

80% догађаjа, бираjући прво оне са наjмањим броjем учесника, проценат раски-

нутих веза jе веома низак, око 10% у групама GEAM, PGHF и TECH и око 20%

у групи LVHK. За разлику од веза коjе су последица повремених интеракциjа
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Слика 5.8: Расподела релативних флуктуациjа величина догађаjа e−〈e〉
〈e〉 , где jе са

e означена величина поjединачних догађаjа, а са 〈e〉 просечна величина догађаjа
у групи.

на наjвећим догађаjима и имаjу мале тежине, на мањим догађаjима учествуjу

чланови коjи имаjу велики броj заjедничких поjављивања и њихове везе се не

могу лако раскинути. Могућа обjашњења за различито понашање коjе се jавља

код групе LVHK су другачиjа расподела тежина грана (слика 5.1) тако да jе

просечна вредност већа у односу на остале три групе, али и мање вариjациjе

између величина догађаjа у овоj групи (слика 5.8).

На слици 5.7 десно, може се видети како се вредност параметра η смањуjе

када се догађаjи уклањаjу по редоследу одржавања, од првог ка последњем

(пуна линиjа) и уколико се догађаjи бираjу на случаjан начин (испрекидана ли-

ниjа). Код група PGHF и LVHK, сличност између резултата коjи су се добили

применом ова два поступка, показуjе да време одржавања догађаjа на коjима jе

поjединац учествовао, не утиче на стабилност његових веза. У датим групама

не постоjи тенденциjа да ће се заjедничко учествовање на почетним догађаjима

поновити са већом вероватноћом у односу на учествовање на касниjим догађаjи-

ма или обрнуто. Такође, овде се не могу идентификовати ограничени временски

интервали када су учесници између коjих постоjе везе већих тежина активни,

jер би у том случаjу вредност η требало да опада спориjе када се редослед ели-
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минациjе догађаjа рандомизуjе. Код група GEAM и TECH, када се посматра

хронолошки редослед, постоjи благо изражени тренд да се вредност η на по-

четку смањуjе брже, а затим спориjе. Овакво понашање може бити узроковано

формирањем већег броjа слабих веза на почетним окупљањима, коjе се неће

учврстити на касниjим догађаjима, када ће се у групи поjавити нови чланови и

када ће поjединци тежити да успоставе стабилниjе везе са своjим суседима.
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Слика 5.9: Утицаj поjединачних догађаjа на средњи отежињени коефициjент
груписања C̄w. Слика лево: догађаjи су уклањани по величини, од наjвећег ка
наjмањем (b) и обрнуто, од наjмањег ка наjвећем (s). Слика десно: догађаjи су
уклањани по редоследу одржавања (f) и насумично (r).

Уколико се погледа промена средњег отежињеног коефициjента груписања

на слици 5.9, у случаjу где тренутак када ће догађаj бити избрисан из бипар-

титне мреже зависи од његове величине (слика 5.9 лево), важиће слични за-

кључци као и када jе посматран релативан броj грана η. Уклањањем догађаjа по

растућем поретку њихових величина, вредност C̄w ће остати готово непромење-

на и после уклањања 80% догађаjа. То додатно потврђуjе да се на догађаjима

коjи немаjу изразито велики броj учесника окупљаjу учесници између коjих по-

стоjе jаке везе у социjалноj мрежи, при чему учесник ту не тежи да успостави

jаке везе само са jедним суседом, већ постоjе заjеднице од три или више чворова

повезаних гранама коjе се не могу лако раскинути. Када се посматра обрнут

редослед, где се прво бираjу наjвећи догађаjи, вредност отежињеног коефици-

jента груписања усредњена по свим чворовима опада спориjе него што опада
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броj грана у мрежи. Суседи са коjима чвор има интеракциjе на наjвећим до-

гађаjима не мораjу бити међусобно повезани, тако да раскидање великог броjа

грана на овим догађаjима има мање последице на вредност отежињеног кое-

фициjента груписања него што jе можда очекивано. Ипак, вредност C̄w опада

постепено, како се смањуjу тежине грана и раскидаjу наjслабиjе веза у групама

од три међусобно повезана чвора.

Са слике 5.9 десно, види се слично понашање када се догађаjи уклањаjу по

времену њиховог одржавања и случаjним редоследом. Ипак, интересантно jе

да са насумичним брисањем догађаjа, броj грана опада спориjе него када се

догађаjи уклањаjу по редоследу одржавања, док jе у случаjу средњег отежиње-

ног коефициjента груписања ситуациjа обрнута, са изузетком групе GEAM. Ова

поjава може указивати, да се насумичном елиминациjом догађаjа раскине већи

проценат слабих веза између чворова коjи нису груписани у заjеднице са истим

суседима.
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Приликом проучавања колективног понашања комплексног система, неопход-

но jе узети у разматрање интеракциjе између његових елемената. Све до пред

краj 20. века, за моделирање мреже интеракциjа коришћени су jедноставниjи

модели, као што су регуларна мрежа или случаjна мрежа. Краjем 20. века, све

већа примена рачунара у истраживањима, омогућила jе прикупљање и обраду

великих количина података о карактеристикама реалних система. Емпириjском

анализом података утврђено jе да реалне мреже имаjу сложену структуру коjа

се не може описати jедноставним моделима коjи су до тада посматрани. Та-

кође, анализа jе показала да су поjедине особине реалних мрежа универзалне у

различитим системима. Све то jе мотивисало различита истраживања на тему

комплексних мрежа и довело до великог напретка у овоj области у последње

две децениjе.

У овоj дисертациjи, разматрана jе еволуциjа структуре комплексних мрежа

у времену и динамички процеси на мрежама. Анализа jе заснована на мрежама

коjе описуjу реалне социjалне системе чиjа jе динамика дискретна и у коjима

поjединци имаjу непосредне интеракциjе на колективним догађаjима. У досада-

шњим радовима из области физике социjалних система, своjства система коjи

подразумеваjу директну комуникациjу између поjединаца су недовољно про-

учена, пре свега због тежег приступа подацима него у случаjу комуникациjе

посредством неког уређаjа. Осим тога, специфична организациjа система коjи

су овде посматрани, где у комуникациjи истовремено учествуjе већи броj чла-

нова и то само у одређеним временским тренуцима, чини ове системе посебно

интересантним за изучавање.

Своjства посматраних социjалних мрежа у овоj дисертациjи су анализира-

на применом статистичких метода, метода теориjе комплексних мрежа, мате-
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матичког моделирања и нумеричких симулациjа. На почетку поглавља 2, у

наjкраћим цртама су представљене методе коjе су коришћене у статистичкоj

обради емпириjских података. Ту су дате дефинициjе релевантних расподела,

описан jе метод максималне веродостоjности за оцену параметара расподеле

и приказана су два метода, тестирање хипотезе о расподели и тест колични-

ка веродостоjности, коjи се користе за проверу да ли jе оправдано користити

посматрану теориjску расподелу за опис емпириjских података.

У посматраним системима, након првог учествовања на неком од органи-

зованих догађаjа, поjединац постаjе део система, после чега може учествовати

са или без пауза на наредним догађаjима, али постоjи и могућност да у неком

тренутку напусти систем. У оквиру поглавља 2, размотрено jе и моделирање ди-

намике учествовања у колективним активностима. Прво jе за наjjедноставниjи

случаj, када jе вероватноћа прелаза између стања константна, односно када jе

учествовање насумично, показано да расподела укупног броjа учествовања има

експоненциjални облик. Затим су размотрена два сложениjа модела, прво када

вероватноћа прелаза зависи само од тренутног стања у коме се систем налази, а

затим када ова вероватноћа зависи и од стања у коме се систем налази али и од

тренутка посматрања. У овом другом, временски-нехомогеном случаjу, акценат

jе стављен на генерализовани бинарни Поjин модел, где вероватноћа прелаза

расте са броjем учествовања и опада са паузама.

Социjални системи чиjа jе организациjа заснована на учествовању члано-

ва у колективним активностима, могу се представити помоћу мреже тако што

се чланови пресликаваjу на чворове, а интеракциjе између чланова на колек-

тивним догађаjима су представљене као гране између чворова коjима су при-

дружене тежине jеднаке укупном броjу заjедничког учествовања на догађаjима.

Поглавље 2 jе комплетирано прегледом метода теориjе комплексних мрежа коjе

су интензивно коришћене у раду. Дефинисани су параметри коjи се користе за

опис структуре мреже и представљен jе поступак за испитивање значаjности

линкова у отежињеноj мрежи.

Било jе потребно обухватити већи броj социjалних група у емпириjскоj ана-

лизи, како би се утврдило да ли jе нека карактеристика опште присутна у по-
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сматраним системима или се поjављуjе само у одређеноj групи. У ту сврху,

прикупљени су подаци о учесницима на шест научних конференциjа из разли-

читих научних области током периода од три децениjе и подаци о члановима

четири различите Meetup групе и њиховом учествовању на догађаjима. На пор-

талу Meetup, сваком догађаjу у групи и сваком члану додељени су jединствени

идентификатори, па ниjе било потребе за додатним чишћењем података, за раз-

лику од научних конференциjа где jе поступак прикупљања и чишћења подата-

ка био знатно сложениjи. Код конференциjа су подаци о учесницима добиjени

из зборника радова, где су научници током година користили различите начине

потписивања. Додатни проблем се jављао код конференциjа са великим броjем

учесника на коjима су били присутни различити научници са истим именом. Ка-

ко би учесници конференциjа били jеднозначно идентификовани, поред списка

коаутора на приjављеним радовима, искоришћене су и њихове афилиjациjе. По-

ступак прикупљања, чишћења и форматирања података детаљно jе приказан у

поглављу 3.

На основу резултата емпириjске анализе образаца учествовања на догађаjи-

ма, коjи су приказани у поглављу 4, показано jе да учествовање чланова ниjе

насумично и да постоjе слични трендови понашања у различитим социjал-

ним групама коjе су овде посматране. Затим jе тестиран теориjски модел коjи

обухвата основне механизме коjи утичу на понашање поjединаца када jе уче-

ствовање у колективним активностима у питању. Показано jе да jе применом

генерализованог бинарног Поjиног модела и одабиром одговараjућих параме-

тара могуће успешно описати обрасце понашања у различитим групама без об-

зира на састав њихових чланова, врсту окупљања или на учестаност догађаjа,

што указуjе на присуство универзалних принципа понашања. Модел jе тести-

ран применом нумеричких симулациjа, при чему су параметри модела одређени

на основу Кулбак-Леjблеровог растоjања између емпириjске расподеле и рас-

поделе коjа се добиja симулациjом модела. Вредности оптималних параметара

се разликуjу између различитих социjалних група, с тим да jе вредност екс-

понента у генерализованом бинарном Поjином моделу увек већа од jедан. Ово

представља веома интересантан резултат, коjи показуjе да активно учествовање
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у колективним активностима утиче на повећање вероватноће доласка на будуће

догађаjе, али исто тако ова вероватноћа брзо опада уколико jе поjединац неак-

тиван. Стога, може се закључити да jе изразита хетерогеност међу члановима

када jе активност на догађаjима у питању узрокована деjством позитивне по-

вратне спреге.

Да би се спровела квантитативна анализа еволуциjе социjалне мреже у вре-

мену, бипартитна мрежа, у коjоj дисjунктни подскупови одговараjу члановима

и догађаjима у jедноj социjалноj групи, проjектована jе на отежињену моно-

партитну мрежу. Приликом тог поступака процењено jе коjе интеракциjе на

догађаjима су последица случаjности и оне су занемарене у даљоj анализи. За

податке са портала Meetup, у поглављу 5 конструисане су монопартитне мреже

са релевантним везама применом метода за филтрирање описаног у поглављу

2. Испитивањем промене локалних структурних параметара чворова са броjем

учешћа на догађаjима, показано jе да постоjи тенденциjа заjедничког учество-

вања на догађаjима чланова између коjих постоjе везе у социjалноj мрежи, док

jе образовање нових веза од мањег интереса. Оваj резултат се међусобно до-

пуњуjе са моделом предложеним у поглављу 4 и показуjе зависност коjа постоjи

између структуре мреже и социjалне динамике. Закључак коjи следи jе да поjе-

динац активним учествовањем на догађаjима тежи да учврсти везе са суседима,

а са друге стране, што су везе са суседима у социjалноj мрежи стабилниjе, ве-

роватноћа поjављивања на следећем догађаjу расте. Додатно jе показано да

у зависности од броjа учесника, догађаjи имаjу различит утицаj на структуру

мреже. На великим догађаjима доминантне су интеракциjе између чланова коjи

нису повезани или су њихове гране малих тежина. Са друге стране, ако на до-

гађаjу учествуjе свега неколико поjединаца, карактеристично jе да између њих

постоjе jаке везе.

Методологиjа представљена у овом раду може се искористити за проуча-

вање ширег скупа проблема везаних за организациjу комплексних мрежа са

дискретном динамиком. У наставку истраживања требало би више пажње по-

светити детекциjи заjедница у оваквим мрежама и развиjању теориjског модела

коjи би обjаснио како долази до њиховог формирања. Било би интересантно за

82



6. Закључак

проучавање посматрати и промене величине социjалне групе у времену. Том

приликом, требало би испитати корелациjе између структуре социjалне мреже,

учестаности догађаjа и поjаве нових чланова у систему.
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A.1 Аналитичко решавање модела у случаjу Берну-

лиjевог процеса

Вероватноћа да ће у тренутку t члан учествовати на x догађаjа jе

f(x, t) =

(
t

x

)
µx(1− µ)t−x, t ≥ x. (A.1)

Члан може напустити систем у било ком тренутку са вероватноћом r. Веро-

ватноћа да ће посматрани члан имати укупно x учествовања може се одредити

jедноставно у неколико корака

f(x) =
∞∑
T=x

f(x, T )(1− r)T r

= r

(
µ

1− µ

)x ∞∑
T=x

(
T

x

)
[(1− µ)(1− r)]T

= r

(
µ

1− µ

)x
[(1− µ)(1− r)]x

[1− (1− µ)(1− r)]x+1

=
r

r + µ− rµ

[
µ(1− r)
r + µ− rµ

]x
=

(
1− µ− rµ

r + µ− rµ

)
ex ln µ−rµ

r+µ−rµ . (A.2)
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A.2 Аналитичко решавање модела у случаjу хомоге-

ног Марковског ланца

Да би систем у тренутку t ≥ 1 био у стању x, x ≤ t+ 1, потребно jе да дође до

x− 1 прелаза. Ако се искористи оваj закључак, може се написати

f(x, t) = p(1)p(2) . . . p(x− 1)F (x, t). (A.3)

Заменом израза A.3 у jедначини

f(x+ 1, t+ 1) = p(x)f(x, t) + q(x+ 1)f(x+ 1, t) (A.4)

добиjа се

F (x+ 1, t+ 1) = F (x, t) + q(x+ 1)F (x+ 1, t). (A.5)

Решавање ове jедначине може се поjедноставити, као што jе предложено у [124],

ако се уместо функциjе F (x, t) посматра њена карактериситчна функциjа ϕ(x, s)

коjа се дефинише са

ϕ(x, s) =
∞∑

t=x−1

F (x, t)st. (A.6)

Прво jе потребно помножити леву и десну страну jедначине A.5 са st, а затим

сумирати по t ≥ x− 1

∞∑
t=x−1

F (x+ 1, t+ 1)st =
∞∑

t=x−1

F (x, t)st + q(x+ 1)
∞∑

t=x−1

F (x+ 1, t)st, (A.7)

из чега даље следи

1

s
ϕ(x+ 1, s) = ϕ(x, s) + q(x+ 1)ϕ(x+ 1, s). (A.8)

Како jе

ϕ(1, s) =
∞∑
t=0

q(1)tst =
1

1− q(1)s
, (A.9)
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из рекурзивне формуле

ϕ(x+ 1, s) =
s

1− q(x+ 1)s
ϕ(x, s) (A.10)

се добиjа

ϕ(x, s) =
sx−1

(1− q(x)s) . . . (1− q(1)s)
. (A.11)

Применом метода неодређених коефициjената

N∏
n=1

1

1− ans
=

N∑
n=1

An
1− ans

, (A.12)

где jе

An =
1

(1− a1
an

)(1− a2
an

)...(1− an−1

an
)(1− an+1

an
)...(1− aN

an
)

=
N∏
m=1

1− an/a
1− am/a

∣∣∣∣
a=an

,

(A.13)

jедначина A.11 се може развити у

ϕ(x, s) = sx−1

x∑
n=1

1

(1− q(1)
q(n)

) . . . (1− q(n−1)
q(n)

)(1− q(n+1)
q(n)

) . . . (1− q(x)
q(n)

)

1

1− q(n)s
,

(A.14)

одакле следи

ϕ(x, s) =
x∑

n=1

sx−1q(n)x−1Q(n)
∞∑
τ=0

q(n)τsτ , (A.15)

где jе

Q(n) =
1

(q(n)− q(1)) . . . (q(n)− q(n− 1))(q(n)− q(n+ 1)) . . . (q(n)− q(x))
.

(A.16)

Овде jе згодно увести смену t = τ + x− 1, да би се из

ϕ(x, s) =
∞∑

t=x−1

x∑
n=1

Q(n)q(n)tst (A.17)

прво добило решење

F (x, t) =
x∑

n=1

Q(n)q(n)t, (A.18)
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а затим и вероватноћа

f(x, t) = p(1)p(2) . . . p(n− 1)
x∑

n=1

Q(n)q(n)t. (A.19)

Kao што jе већ познато, вероватноћа да ће учесник напустити систем jе

константна. У тренутку када напусти систем, вероватноћа да ће забележити

учествовање на x догађаjа jе

f(x) =
∞∑

T=x−1

f(x, T )(1− r)T r

= r(1− q(1)) . . . (1− q(x− 1))
x∑

n=1

Q(n)
∞∑

T=x−1

(1− r)T q(n)T

= r(1− q(1)) . . . (1− q(x− 1))
x∑

n=1

Q(n)
(1− r)x−1q(n)x−1

1− (1− r)q(n)

= r(1− r)x−1 (1− q(1)) . . . (1− q(x− 1))

(1− (1− r)q(1)) . . . (1− (1− r)q(x))
. (A.20)

На краjу, вероватноћа f(x) се може изразити у завистости од r и од p

f(x) =
r

1− r
p(1) . . . p(x− 1)

( r
1−r + p(1)) . . . ( r

1−r + p(x))
. (A.21)
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[39] T. Ichinomiya. Bouchaud-mézard model on a random network. Phys. Rev. E,

86:036111, 2012. 4
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collective behavior powered by emotions. J. Stat. Mech., 2011:P02005, 2011.

28

96



Bibliography
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[2] J. Smiljanić, A. Chatterjee, T. Kauppinen and M. M. Dankulov, A Theoretical

Model for the Associative Nature of Conference Participation, PLoS ONE 11, e0148528

(2016).
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Abstract
Participation in conferences is an important part of every scientific career. Conferences pro-

vide an opportunity for a fast dissemination of latest results, discussion and exchange of

ideas, and broadening of scientists’ collaboration network. The decision to participate in a

conference depends on several factors like the location, cost, popularity of keynote speak-

ers, and the scientist’s association with the community. Here we discuss and formulate the

problem of discovering how a scientist’s previous participation affects her/his future partici-

pations in the same conference series. We develop a stochastic model to examine scien-

tists’ participation patterns in conferences and compare our model with data from six

conferences across various scientific fields and communities. Our model shows that the

probability for a scientist to participate in a given conference series strongly depends on the

balance between the number of participations and non-participations during his/her early

connections with the community. An active participation in a conference series strengthens

the scientist’s association with that particular conference community and thus increases the

probability of future participations.

Introduction
Social data at a large scale is nowadays available over the internet. Researchers are making the
best use of these data to find trends, statistics and patterns, which sometime reveal as robust
features, similar to ‘laws’ in natural science. In recent years, a huge community of researchers
[1] including mathematicians, statisticians, computer scientists, theoretical physicists, sociolo-
gists, economists, financial analysts, geographers, anthropologists, and biologists of various
sub-disciplines have contributed to a larger, developing field, commonly known as ‘computa-
tional social science’ [2]. Empirical data, after a rigorous analysis produces information that is
of immense interest for theoreticians. Statistical mechanics, which has been proved to be versa-
tile in modeling phenomena across different areas of physics, and beyond, seems to be the
most desired tool even for the above emerging discipline [3, 4].
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The abundance of a new data about scientific activities such as publications, collaborations,
and citations led to the emergence of a new interdisciplinary field of research about science and
how science works [5]. These studies provide insights about the impact of scientists and their
publications [6–8], authors’ reputation and scientific success [9], patterns of collaboration and
their impact on authors’ reputation [10, 11], the role of cumulative advantage in career longev-
ity [12, 13] and scientific mobility [14] among many other things. Despite the attention given
to publication records and citation patterns, another integral part of modern science, scientific
meetings, have so far been largely overlooked. This negligence is particularity interesting, given
the pervasive role of the meetings in scientific disciplines. Scientific meetings provide arenas
for a fast dissemination of the latest results, exchange and evaluation of ideas as well as a
knowledge extension. However, the most important function of scientific meetings is to facili-
tate social contacts. They provide an opportunity and platform to extend the network of collab-
orators through the creation of new contacts, and to strengthen existing links by getting
reacquainted with old friends.

Undoubtedly, conference participation has a very positive impact on scientific career. In
addition to the opportunities they provide, attending a scientific meeting can be very costly,
both in terms of time and money. Bearing in mind that the number of national and interna-
tional meetings have drastically increased in the last few decades, it is clear that scientists are
now pressed to make a careful selection of the meetings they will attend. Extensive studies [15–
17] have shown that conference characteristics, such as the attractiveness and the reachability
of the location or the choice of keynote speakers affect the decision of scientists to attend a
meeting. The role of the social component in conference choice is so far unexplored, mainly
due to lack of quality data. The social component, such as the association with a conference
community or conference inclusiveness, are of crucial importance when it comes to whether a
conference participation was beneficial or not. This is particularly evident in the case of young
scientists, who are new to a community and struggle to overcome the social obstacle of an ini-
tial contact [18, 19]. One of the rare studies on conference participation [20] has shown that
conferences have a stable core of regularly attending participants, regardless of the conference
location and distance. Having in mind that characteristics like the attractiveness of a location
and the quality of keynote speakers are fluctuating from one year to another, it is clear that
social component of a conference strongly influence the scientists decision to attend the confer-
ence and their long-term participation patterns, accordingly.

The association with a conference community and conference inclusiveness, can have a
strong influence on scientists persistence in participating at the specific conference. The prob-
lem of the order-parameter persistence (first-passage time), is a well studied phenomenon in
non-equilibrium statistical dynamics in condensed matter systems [21]. Persistence is defined
as the probability that fluctuating variable does not change the sign until time t, and for many
non-equilibrium systems this probability decays with time as a power-law [21]. Here we carry
out the analysis of persistence of participation patterns of more than 100000 scientists at six
national and international conferences of different sizes and from different fields of science.
We study the probability of total and successive number of participations, as well as the distri-
bution of time lags between two successive participations. We find that all three measured
probabilities have a shape of a truncated power law, regardless of the conference size and
degree of specialization. This indicates that the probability for a participant to attend the next
meeting is not constant, but rather it grows/decays with a number of participations/non-partic-
ipations. This observation is directly related to the strength of the association with the confer-
ence community. We propose a microscopic stochastic model which includes this influence of
balance between the number of participations and non-participations, as well as the role of
conference inclusiveness, on the probability to attend the conference next year. Results of our
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model show that the studied conferences have a relatively low inclusiveness, i.e. the probability
for a scientist to participate in the next meeting after the first attendance. We also show that
conference attendance is characterized by positive feedback. The growth in the total number of
participations results in a stronger attractiveness of the conference community to participants,
and vice versa. Longevity of scientific career of publishing in scientific journals is also charac-
terized by a power-law distribution with an exponential cut-off [12]. Using the empirical analy-
sis and stochastic model Petersen et al. [12] have shown that longevity and past success of
scientists lead to cumulative advantage in further development of their career. Although the
distribution of career longevity and conference persistence have a similar behaviour, there is a
significant difference of characteristic exponents, which indicates that a different mechanism
underlie these two phenomena.

This paper is structured as follows: first, we perform empirical analysis of participation pat-
terns for six conferences. We then propose and describe the model of conference participation
dynamics. Finally, we perform numerical simulations and discuss some properties of the
model, and estimate the values of parameters that correspond to empirical data.

Results

Data set
For our empirical analysis we use data for six conference series in different fields of science. We
collected and filtered information about abstracts presented at the American Physical Society
March Meeting (APSMM), American Physical Society April Meeting (APSAM), Society for
Industrial and Applied Mathematics Annual Meetings (SIAM), Neural Information Processing
Systems Conference (NIPS), International Conference on Supercomputing (ICS) and Annual
International Conference on Research in Computational Molecular Biology (RECOMB). All
these scientific meetings are held annually, but they differ in the topic, sizes, degree of speciali-
sation, longevity and degree of localisation (national versus international). When it comes to
the meeting size it can vary from a few dozens, like ICS and RECOMB, to several thousands of
participants at APSMM. Some of these meetings are on highly focused topic, NIPS, while oth-
ers are designed to cover the entire scientific fields, like APSMM, APSAM and SIAM. Four of
these conferences (SIAM, NIPS, ICS and RECOMB) have an international character with ven-
ues all over the world, while APSMM and APSAM are annual conferences of American Physi-
cal Society which are always held in North American cities. APSMM, SIAM and APSAM are
conferences with a long tradition, while first meetings of NIPS, ICS and RECOMB have been
organized during late 80s and early 90s. Detailed information about conferences and data is
given in S1 File.

To be able to track participants at the conference over the years, we have labeled them based
on name, affiliation and co-authors and performed author name disambiguation (see Methods
for details). We are interested in studying the participation patterns of scientists starting from
their first attendance at the conference series. Thus, for conferences for which the data are not
available from their beginning (APSMM, APSAM and SIAM), we have filtered out the authors
that may have attended the conference before the starting year in our dataset (see Methods for
the details of our filtering procedure).

Empirical results
For all scientists we have the information about the years of their appearance as authors in the
book of abstracts of particular a conference series. The information about the list of authors
who actually attended the conference is not available for the conferences considered in this
paper. Hence, as a proxy for a conference participation in a given year, we use the appearance
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of a scientist as a co-author of at least one abstract in conference proceeding for that year. Not
all authors that are mentioned in the book of abstracts have actually attended the conference,
but one can argue that as co-authors they have actively contributed to the material presented
and thus participate as a contributors in the conference [15].

First we analyse the total number of author’s participations (the number of times an author
has participated), x, at the given conference series. Fig 1, shows the probability distribution of
the total number of participations, P(x), averaged over all participants, for each of the six ana-
lysed conferences. The comparison of the quality of fits between exponential, power-law and
truncated power-law, Fig 1, shows that all curves are very well represented by power law with
exponential cut-off (see Methods), with the value of exponent α 2 (1.6, 2.7). The disparity in
the total number of participations indicates that most scientists belong to the group of occa-
sional participants, with more than half of all participants attending a particular conference
only once. For instance, the percentage of all participants that attend the conference only once
is the highest for APSAM and ICS, around 81%, and the lowest for APSMM and NIPS, 63%
and 68% respectively. This observation indicates that communities of all these conferences
have a relatively low inclusiveness. On the other hand, it is also clear that some of the partici-
pants are very regular, attending the conference (almost) every year. These participants form
the group of regular attendees whose conference participation is mainly driven by social fac-
tors, i.e. their sense of association with the community.

In the case of when the probability to attend a conference is constant or random, the
expected distribution of total number of attendances is of exponential type. Thus, the power-
law nature of the distribution of total participations strongly suggests that the probability of
participation at some future conference increases with the number of previous participations.
By participating frequently at a particular conference scientists not only expand, but also
strengthen, their collaboration network which leads to their further engagement with the
community.

We further explore the participation patterns by analysing the number of successive partici-
pations (Fig 2) and the time lag between two successive participations (Fig 3). The distributions
of these quantities also exhibit the truncated power-law behaviour (see Methods). The observed

Fig 1. The total number of participations. The probability distribution of the total number of participations obtained from the empirical data (red circles),
simulations (blue circles) and numerical iterative algorithm (green triangles). The full line is the best fit to truncated power law, x−α e−Bx, while the dashed and
dash-dot line denote the best fit to power-law distribution, x−γ and exponential distribution, e−λx, respectively.

doi:10.1371/journal.pone.0148528.g001
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distributions of the number of successive participations, with exponent 2� α� 4, suggests
that even frequent attendees make a pause in their participation, although these breaks are usu-
ally short, i.e. long breaks of five and more years occur with a low probability, Fig 3. A long-
period of non-participation results in fading of existing collaboration ties with the community
while new ones are never formed. Due to this fading, the probability to attend the meeting
decreases with total number of non-participations. This indicates that conference participation
of most scientists takes place in a limited period of time with a relatively short and small num-
ber of breaks.

As it was shown in Ref [12] the distribution of the journal career longevity exhibits a trun-
cated power-law behaviour with cut-off around 10 years. The exponential cut-off in the distribu-
tion of all three measures is a consequence of the two combined finite-size effects that influence
the asymptotic behaviour, the finite life time of scientist’s association with one community or
her/his career in one field of research or in science in general [12], and limitations of used data-
sets. This effect will be also observed in the distribution of conference participations. The end of
a career inevitably results in a termination of participation in conferences and thus also the con-
ference community membership. Also, used datasets have a relatively short time span (less than
three decades), due to which they do not include scientists with long careers [12]. Both of these
effects affect the value of the exponential cut-off, which is lower in the case of conference partici-
pation, between 4 and 9 years, compared to the one observed for the career longevity.

Model
The empirical results from six different series shown in the previous section indicate that the
probability for a scientist to attend the next meeting of a conference series depends on the bal-
ance of previous participations and non-participations. Petersen et al. [12] show that Matthew
(rich get richer) effect is responsible for the career longevity in several competitive professions,
including science. They argue that it becomes easier to move forward in the career with an
increasing past success of an individual, and show, using their stochastic career progressive
model, that this mechanism leads to a truncated power-law distribution of the career longevity.

Fig 2. The number of successive participations. The probability distribution of the number of successive participations, xs, obtained from empirical data
(red circles) and numerical simulations of the model (blue circles). The full, dashed and dash-dot line are the best fit to truncated power law, power-law and
exponential function respectively.

doi:10.1371/journal.pone.0148528.g002
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In their model, they assume that the stochastic process governing career progress is similar to
Poisson process, where progress is made at any given step with the rate g(x)� 1 − exp[−(x/
xc)

α], where 1/xc is a hazard rate corresponding to random career ending while the parameter α
is the same as power-law exponent in the pdf of career longevity. Using this model for α< 1
they were able to obtain truncated power-law distributions for career duration in several
professions.

The empirical results of conference participation patterns suggest that the probability for a
scientist to participate in a conference is not constant or random, but that it rather grows with
the number of participations. This is reflected in the increase of proportion of authors who are
going to attend the conference next year with total number of previous conference attendance
(see Figure A in S1 File). Higher number of participations of a scientist at the conference results
in better connections with the community and thus higher probability that the author will par-
ticipate in the following conference. But unlike career longevity, where the length of the waiting
times between two successive steps in the career does not influence the progress rate, the proba-
bility for conference participation is strongly influenced by the number and length of pauses
(Figure B in S1 File). The longer the scientists are absent from the community the weaker are
their connections and lower are the probabilities to participate in the following events. For this
reason and the fact that the pdf obtained from the model proposed in Ref [12] exhibits a trun-
cated power-law only for the exponents α< 1 Petersen et al. model [12] cannot be applied for
modelling conference participation dynamics.

We propose a new stochastic model for conference attendance dynamics which can explain
our empirical findings. Our model is based on a 2-bin generalized Pólya process [22–24] and
random termination time of a career. As opposed to the Petersen model where the progress
rate depends only on the current position of scientist in his/her career, the 2-bin generalized
Pólya incorporates dependence on the balance between participations and non-participations.
Let x stands for the total number of participations at the conference, y stands for the number of
conferences an author has not participated since she/he appeared at the conference for the first
time and t is the number of events held, t = x + y. All authors start with x = 1 and y = 0. Accord-
ing to our model, the probability that a scientist with x total number of participations and y

Fig 3. The time lag between the two successive participations. The probability distribution of the time lags between two consecutive conference
participations ys: empirical data (red circles) and numerical simulations data (blue circles). The lines correspond to respective fits as in Figs 1 and 2.

doi:10.1371/journal.pone.0148528.g003
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number of non-participations will appear at the next conference is given by

gðx; yÞ ¼ xp

xp þ ðy þ y0Þp
¼ zp

1þ zp
; ð1Þ

where z ¼ x
yþy0

measures the balance between participations and non-participations, parameter

p is the exponent of the model, and y0 determines the initial balance value. The probability that
a scientist will not attend the next conference is equal to 1 − g(x, y). Depending on the exponent
p, the function g can correspond to positive (p> 1) or negative feedback (p< 1) [22]. When
p = 1 and y0 = 0, the Eq 1 is equivalent to the equation for a Pólya-Eggenberg problem [25]. As
we shall see in the following section, the value of the parameter p for all conferences is larger
than one, suggesting that the conference participation dynamics is characterized by the positive
feedback: scientists who participate in the conference frequently and make less and shorter
pauses have a stronger association with the conference community and thus have a higher
probability to participate in the following events. The value of the parameter y0 determines the
probability of a scientist to attend the next event after her/his first occurrence at the conference.
According to our model this parameter is the same for all scientists attending one conference
series, thus it can be interpreted as a measure of the conference community inclusiveness.

Evolution equation. The probability P(x, t) for the author to have x conference participa-
tions after t conferences since his/her first participation is equal to the probability to attend the
next conference g(x − 1, t − x) times the probability of already attending x − 1 conferences at
time t − 1 plus the probability of skipping the next conference 1 − g(x, t − 1−x) times the proba-
bility of already attending x conferences at time t − 1:

Pðx; tÞ ¼ ðx � 1Þp
ðx � 1Þp þ ðt � x þ y0Þp

Pðx � 1; t � 1Þ þ ðt � 1� x þ y0Þp
xp þ ðt � 1� x þ y0Þp

Pðx; t � 1Þ: ð2Þ

The probability distribution P(x) of the number of total conference attendances for a partic-
ular conference series is obtained by summing P(x, t = T) over all possible T:

PðxÞ ¼
X1

T¼1

Pðx; t ¼ TÞPðTÞ ; ð3Þ

where T denotes the duration of a scientist’s membership in the community. In our case, we
assume that the duration of a scientist’s membership in a conference community can be termi-
nated at any year after his/her first appearance with probabilityH, which gives the distribution
of time intervals

PðTÞ ¼ Hð1� HÞT�1
: ð4Þ

Numerical simulation results
Since the analytical solution of Eq 3 cannot be obtained, we estimate the model parameters y0,
H and p using numerical simulations (see Methods). The best estimates of the model parame-
ters for each of the six conferences are given in Table G in S1 File. As shown in Figs 1, 2 and 3,
the model with the properly chosen parameters nicely reproduces the behaviour of participants
at six conferences, for all three measured quantities.

For all six conferences the estimated value of parameter p is greater than 1, which suggests
that the positive feedback mechanism underlies the conference participation dynamics. This
means that the probability for a scientist to attend the next year event grows superlinearly with
the balance between the number of participations and pauses (z). The value of the parameter y0
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together with the value of p determines the probability for a scientist to participate in the con-
ference next year after his/her first participation, i.e. the initial inclusiveness of the conference
community. Table H in S1 File shows the estimated value of the initial inclusiveness for all six
conferences. The APSMM has the highest probability, around 25%, for newcomers to attend
the conference next year, while APSAM has the lowest, 9%. One could assume that the size and
diversity of topics of a conference have an essential influence on conference inclusiveness, but
according to our results this is not the case. The ordering of the conferences according to size,
Table H in S1 File, and their initial inclusiveness do not correlate. APSAM is the second largest
conference but has the lowest inclusiveness, while the RECOMB as the smallest conference is
ranked as third and has the inclusiveness of 15%. Further, it follows from our results that the
diversity of topics covered by the conference does not have a significant effect on the return
probability of newcomers. Although the first ranked conference according to inclusiveness,
APSMM, covers the widest range of topics among considered conferences, the APSAM and
SIAM, which are also considered general conferences, have a lower inclusiveness than NIPS
and RECOMB. This suggests that the conference inclusiveness is influenced by some other fac-
tors, which are not related to the size, degree of specialisation or localisation (national and
international), but rather to social structure and openness of the conference community toward
newcomers.

We solve Eq 3 numerically using an iterative method (see SI for more details) and compare
it with simulation results. Fig 1 shows an excellent matching between results obtained using
the iterative algorithm and numerical simulations for the estimated values of parameters.

Discussion and conclusion
The goal of this paper has been to investigate the conference participation patterns and propose
a simple stochastic model of conference participation dynamics. The motivation behind this is
to better understand the mechanisms that underlie the repeated participation in the same con-
ference series and explore whether the conference series topic, size, degree of specialisation,
longevity and degree of localisation (national and international) influence the participation
probability and inclusiveness of the specific community. Our study is based on empirical analy-
sis and modelling of authors participation at six different conference series in the last three
decades: APSMM, APSAM, SIAM, NISP, ICS and RECOMB. We note here that it would be
important to verify our findings with the data from other conferences.

The set of considered conferences is very heterogeneous. Although they differ in size, topic
and topic diversity, national structure of participants and conference longevity, they are char-
acterized with similar participation patterns. The distributions of the total number of participa-
tions for all six conferences exhibit the same, truncated power-law, behaviour with values of
exponent α between 1.6 and 2.7. A similar behaviour is also observed for the distributions of
the number of successive participations and the duration of pauses between them. The
observed statistical evidence strongly imply that the dynamics of conference participation is
governed by universal forces which are independent of the specific conference features or the
scientific field. This and the fact that conferences often have a stable core of attending partici-
pants [20] suggests that these have social origins and that social factors, such as the association
with a conference community and its inclusiveness, strongly influence the probability for a sci-
entist to attend the future meetings and their participation patterns at the specific conference
series, accordingly.

The observed truncated power-law behaviour of the distributions of participations indicates
that the probability for a scientist to participate in the next year conference is growing(decreas-
ing) with the balance between the number of participations and pauses. To further explore this
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we proposed a stochastic model based on 2-bin generalized Pólya process which incorporates
the dependence on the ratio between number of participations an pauses. Our model shows
that the positive feedback mechanism underlies the conference participation dynamics. The
probability for a scientist to attend a conference grows superlineary with the number of partici-
pations, while the frequent pauses have the opposite effect. The scientists who are able to over-
come the initial obstacles and create social ties with the conference community by frequent
participation at the beginning have a higher probability to attend the conference in the follow-
ing years. A frequent participation strengthens the scientist’s association with a conference
community which further increases the probability for future participations. On the other
hand, scientists with a small number of initial participations have a low probability to partici-
pate in the following conference, thus small number of participations, and eventually stop
attending the conference. The initial inclusiveness of the specific conference community has
the main influence on early participation patterns. As we showed, this inclusiveness does not
depend on the size, degree of specialisation or topic of the conference, but rather on the open-
ness of the community toward newcomers.

Our analysis indicates that social factors, such as the association with the community and
the community inclusiveness are the main driving forces of conference participation dynamics.
In general the community/group cohesion and the ability to attract and retain newcomers and
other members influence the dynamics of their participation in group activities [26]. On the
other hand, a member’s engagement in group activities strengthens ties to other group/com-
munity members, and contributes to the creation of the bonding capital, while the ties of non-
attendees dissolve and weaken with time [27]. Conference communities are just one example
of these systems, thus we expect to observe the similar group participation patterns in other
types of social communities, both online and offline. Further investigations and studies of
other social systems will reveal and characterize the connection between a social network struc-
ture and group inclusiveness, and participation dynamics in group activities.

Methods
Data filtering Identification of the different authors may involve a few issues. On one hand, an
author may use different spelling variants to sign his first and middle name. On the other
hand, the author’s name may be related to several different authors, thus using only the initials
of the last name and first name increases additionally error rates in disambiguating the author
names. In our data sets, data from NIPS and RECOMB conferences did not require additional
cleaning, while for the SIAM and ICS data, we have used python fuzzy partial string matching
of author’s first and middle names, which gave a high accuracy. For APSMM and APSAM con-
ferences, where data are highly heterogeneous, we have used a method described in [28] to dis-
ambiguate the author names. This method considers pairs of names that match on last name
and first name initials. Then it groups the authors based on their affiliation and co-authors.
Because the same affiliation could be formatted differently, the two affiliations were considered
the same if their fuzzy token set ratio was higher than 50%.

The sources and detailed description of the data are given in Tables A, B and C in S1 File.
For NIPS, ICS and RECOMB, we have complete data from their very beginning. Remaining
data sets required filtering out the authors with a high probability of attending conference
before the starting year in our dataset, Y0. Therefore, for APSMM, APSAM and SIAM we have
isolated authors with the first recorded year of conference attendance, smaller than Y0+hτi,
where hτi is the average waiting time between a consecutive conference attendance for all the
authors who took part at the conference during the [Y0, Yf] period. This way we excluded
between 10% (APSMM and SIAM) and 25% (APSAM) authors from our analysis.

The Associative Nature of Conference Participation

PLOS ONE | DOI:10.1371/journal.pone.0148528 February 9, 2016 9 / 12



Functional fitsWe have used the maximum-likelihood fitting method [29] to fit three dif-
ferent functions to the probability distributions of the total number of participations, the num-
ber of and the time lags between two successive participations: exponential function e−λx,
power-law function x−γ and truncated power-law x−α e−Bx. It follows from the comparison of
fits of these three functions to empirical data that the truncated power-law is the best fit for the
probability distribution of all three measured quantities, see Figs 1, 2 and 3. In order to com-
pare these three fits we calculate the log likelihood ratio,R, and π-value (see Ref [29]) which
compares the fits to the power-law with exponential cut-off with the pure power-law for the
distribution of total number of participations (Table D in S1 File) and the number of successive
participations (Table E in S1 File). In the case of nested distributions, the negative value ofR
indicates that the larger family of distributions, in this case the truncated power-law, is a supe-
rior model. When the value ofR tends to 0, one can use π-value. The small π-value suggests
that the smaller family of distributions, in this case power-law, can be ruled-out. Both the log
likelihood ratio and the π-value indicate that the truncated power-law is a superior model com-
pared to pure power-law for both distributions. A similar procedure can be applied for the
comparison between truncated power-law and exponential fits, but since from the visual
inspection it is clear that the distributions do not follow the exponential fits, we have omitted
these results. The comparison between exponential and the power-law with exponential cut-off
fit, given in Table F in S1 File, indicates that the power-law distribution with exponential cut-
off fit is better than exponential fit for the distribution of the time lags. For all six conferences,
the power-law with exponential cut-off distribution gives the best fit for all three empirical
distributions.

Parameter estimationWe simulate the model for N = 100000 different authors. Starting
from x = 1 and y = 0 at t = 1, an author will appear at the next conference with probability g(x,
y) or skip it with the probability 1 − g(x, y). The author can terminate his/her membership in
the community at each time step with the probabilityH. In order to estimate the values of
parameters p, y0 andH, we calculate the distribution of total number of attendances x, from the
simulations and compare it to the empirical distribution using Kullback-Leibler Distance [30].
We perform the simulations for several different sets of parameter (y0,H, p) to determine
which combination of parameter values makes the model optimally close to the empirical data.
For each parameter set the results are averaged across 100 simulations.

Supporting Information
S1 File. Supplementary Information: A theoretical model for the associative nature of con-
ference participation. Proportion of conference participants g with x conference attendances
who are going to attend the conference next year (Figure A). Proportion of conference partici-
pants ρ with nmissed conferences after x-th conference attendance who are going to skip the
conference next year, but will take part at some future conference from the observation period
(Figure B). Pages on the web from which we downloaded conference data (Table A). Summary
of the conference data. Columns 2 and 3 indicate for each conference the year in which data we
have collected begin (Y0) and end (Yf). The total number of different participants at the confer-
ence during that period of time is given in column 4 (Table B). The number of participants at
the conference per year (Table C). Log likelihood ratioR and the π-value compare the fit to
the power-law with the fit to the power-law with an exponential cutoff for the probability dis-
tribution of number of conferences at which each author appears (Table D). Log likelihood
ratioR and the π-value compare the fit to the power-law with the fit to the power-law with an
exponential cutoff for the probability distribution of the number of successive participations at
the conference (Table E). Log likelihood ratioR and the π-value compare the fit to the
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exponential with the fit to the power-law with an exponential cutoff for the probability distri-
bution of the time lag between two consecutive conference participations (Table F). The opti-
mal parameter values of the model for each conference (Table G). Stagnancy rate 1 − g(1, 0) at
t = 1 for each conference and exponent α of power-law with an exponential cutoff distribution
fit with the corresponding conference order (Table H).
(PDF)
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Abstract

The affiliation with various social groups can be a critical factor when it comes to quality of

life of each individual, making such groups an essential element of every society. The group

dynamics, longevity and effectiveness strongly depend on group’s ability to attract new

members and keep them engaged in group activities. It was shown that high heterogeneity

of scientist’s engagement in conference activities of the specific scientific community

depends on the balance between the numbers of previous attendances and non-atten-

dances and is directly related to scientist’s association with that community. Here we show

that the same holds for leisure groups of the Meetup website and further quantify individual

members’ association with the group. We examine how structure of personal social net-

works is evolving with the event attendance. Our results show that member’s increasing

engagement in the group activities is primarily associated with the strengthening of already

existing ties and increase in the bonding social capital. We also show that Meetup social net-

works mostly grow trough big events, while small events contribute to the groups

cohesiveness.

Introduction

One of the consequences of the rapid development of the Internet and growing presence of

information communication technologies is that a large part of an individual’s daily activities,

both off and online, is regularly recorded and stored. This newly available data granted us a

substantial insight into activities of a large number of individuals during long period of time

and led to the development of new methods and tools, which enable better understanding of

the dynamics of social groups [1]. The structure and features of social connections both have

strong influence and depend on social processes such as cooperation [2, 3], diffusion of inno-

vations [4, 5], and collective knowledge building [6]. Therefore, it is not surprising that the the-

ory of complex networks has proven to be very successful in uncovering mechanisms

governing the behavior of individuals and social groups [7, 8].

The human activity patterns, the structure of social networks, and the emergence of collec-

tive behavior in different online communities have been extensively studied in the last decade
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[6, 9–15]. On the other hand, the dynamics of offline social groups, where the activities take

place trough offline meetings (events), have drawn relatively little attention, given their impor-

tance. Such offline groups, both professional and leisure ones, provide significant benefits and

influence everyday lives of individuals, their broader communities, and the society in general:

they offer social support to vulnerable individuals [16, 17], can be used for political campaigns

and movements [18, 19], or can have an important role in career development [20]. As they

have different purpose, they also vary in the structure of participants, dynamics of meetings,

and organisation. Some groups, such as cancer support groups or scientific conference com-

munities, are intended for a narrow circle of people while others, leisure groups for instance,

bring together people of all professions and ages. In the pre-Internet era these groups have

been, by their organisation and means of communication between their members, strictly off-

line, while today we are witnessing the appearance of a growing number of hybrid groups,

which combine both online and offline communication [19]. Although inherently different, all

these social groups have two main characteristics in common: they do not have formal organi-

zation, although their members follow certain written and non-written rules, and their mem-

bership is on a voluntary basis. Bearing this in mind, it is clear that the function, dynamics and

longevity of such self-organized communities depend primarily on their ability to attract new

and retain old active members. Understanding the reasons and uncovering key factors that

influence members to remain active in the social group dynamics are thus important, espe-

cially having in mind their relevance for the broader social communities and the society.

The size of social groups and personal social networks, as well as their structure, have been

extensively studied. The considerable body of evidence [21–24] suggests that the typical size of

natural human communities is approximately 150, that both groups and personal social net-

works are highly structured, and consist of social layers characterized by different strengths of

relationships. The relationships within each layer are characterized by a similar mean fre-

quency of interaction and emotional closeness, both of which decrease rapidly as we move

trough network layer. These findings have been explained using the Social Brain Hypothesis,

which relates the average size of species’ personal network with the computational capacity of

its brain. Here we confirm that these findings also hold for leisure groups where the frequency

of interactions among members is constrained by the event dynamics. We also explore how

the number of attended events is related to the size and layered structure of member’s personal

network.

Previous research on hybrid social groups and interplay between offline and online interac-

tions has shown that offline meetings enhance attendees’ engagement with online community

and contributes to the creation of a bonding capital [25, 26]. In our previous work [20] it was

shown that the participation patterns of scientist in a particular conference series are not ran-

dom and that they exhibit a universal behaviour independent of conference subject, size or

location. Using the empirical analysis and theoretical modeling we have shown that the confer-

ence attendance depends on the balance between the numbers of previous attendances and

non-attendances and argued that this is driven by scientist’s association with the conference

community, i.e. with the number and strength of social ties with other members of the confer-

ence community. We also argued that similar behaviour can be expected in other social com-

munities when it comes to members’ participation patterns in organised group events. Here

we provide empirical evidence supporting these claims and further investigate the relationship

between the dynamics of participation of individuals in social group activities and the structure

of their social networks.

The Meetup portal, whose group dynamics we study here, is an event-based social network.

Meetup members use the online communication for the organization of offline gatherings.

The online availability of event attendance lists and group membership lists enables us to
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examine the event participation dynamics of Meetup groups and its influence on the structure

of social networks between group members. The diversity of Meetup groups in terms of the

type of activity and size allows us to further examine and confirm the universality of member’s

participation patterns. We note that previous papers using Meetup source of data have mostly

focused on the event recommendation problem [27–31], structural properties of social net-

works, and relationships between event participants [31, 32] by disregarding evolutionary

behaviour of Meetup groups.

In this paper, we examine the event-induced evolution of social networks for four large

Meetup groups from different categories. Similarly to the case of conference participation, we

study the probability distribution of a total number of meetup attendances and show that it

also exhibits a truncated power law for all four groups. This finding suggests that the event par-

ticipation dynamics of Meetup groups is characterized by a positive feedback mechanism,

which is of social origin and is directly related to member’s association with social community

of the specific Meetup group. Using the theory of complex networks we examine in more detail

the correlation between an individual’s decisions to participate in an event and her association

with other members of that Meetup group. Specifically, we track how member’s connectedness

with the community changes with the number of attendances by measuring change in the clus-

tering coefficient and relation between the degree and the strength in an evolving weighted

social network, where only statistically significant connections are considered. Our results

indicate that greater involvement in group activities is more associated with the strengthening

of existing than to creation of new ties. This is consistent with previous research on Meetup

which has shown that repeated event attendance leads to an increase in bonding and a decrease

in bridging social capital [25, 33]. Furthermore, in view of the fact that people interact and net-

works evolve through events, we examine how particular a event affects the network size and

its structure. We investigate effects of event sizes and time ordering on social network organi-

zation by studying changes in the network topology, numbers of distinctive links and cluster-

ing, caused by the removal of a specific event. We find that large events facilitate new

connections, while during the small events already acquainted members strengthen their inter-

personal ties. Similar behavior was observed at the level of communities, where small commu-

nities are typically closed for new members, while contrary to this, changes in the membership

in large communities are looked at favorably [34, 35].

This paper is organized as follows: we first study the distribution of the total number of par-

ticipations in four Meetup groups from different categories. Next we introduce a filtered

weighted social network to characterize significant social connections between members and

discuss its structural properties. Specifically, we study how the local topological properties

evolve with the growth of the number of participations in order to derive relationships

between members’ association with the group and their activity patterns. In order to analyze

impact of a particular event on the network organization, we remove events using different

strategies and study how this influences the social structure.

Results

Event participation patterns of Meetup groups

Meetup is an online social networking platform that enables people with a common interest to

start a group with a purpose of arranging offline meetings (events, meetups) all over the world.

The groups have various topics and are sorted into 33 different categories, such as careers, hob-

bies, socializing, health, etc. These groups are of various sizes, have different event dynamics,

and hierarchical organisation. They also differ in the type of activity members engage, ranging

from socializing events (parties and clubbing) to professional trainings (seminars and
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lectures). Common to all groups is the way they organize offline events: each member of the

group gets an invitation to event to which they reply with yes or no, creating in that way a

record of attendance for each event. We use this information to analyze event participation

patterns and to study the evolution of the social network.

Here, in particular we analyze four large groups, each belonging to a different category and

having more than three thousand organized events (see Methods and Table 1). We chose these

four groups because of their convenience for statistical analysis, large number of members and

organized events, and also for the fact that they are quite different concerning the type of activ-

ities and interests their members share. The geamclt (GEAM) group is made of foodie thrill-
seekers who mostly meet in restaurants and bars in order to try out new exciting foods and

drinks, while people in the VegasHiker (LVHK) group are hikers who seek excitement trough

physical activity. The Pittsburgh-free (PGHF) is our third group which invites its members to

free, or almost free, social events, and the fourth considered group TechLife Columbus
(TECH), which is about social events and focuses on technology-related community network-

ing, entrepreneurship, environmental sustainability, and professional development.

Fig 1 demonstrates that the probability distributions of total attendance numbers of mem-

bers in events for all four groups exhibits a truncated power law behavior (see Fig A and

Table A in S1 File, which show a comparison with the exponential and power law fit), with

power law exponent larger than one. Similarly to the conference data [20], the exponential

Table 1. Summary of collected data for four selected Meetup groups. Nm is total number of group members, Ne is total number of organised events.

Meetup group Acronym Category Nm Ne

geamcIt GEAM Food & Drink 5377 3986

pittsburgh-free PGHF Socializing 4995 4617

techlifecolumbus TECH Tech 3217 3162

VegasHikers LVHK Outdoors& Adventure 6061 5096

doi:10.1371/journal.pone.0171565.t001

Fig 1. Total number of attended events. Probability distributions P(x) of total number of participations x, for

four Meetup groups. Solid line represents best fit to truncated power law distribution, x−αe−Bx.

doi:10.1371/journal.pone.0171565.g001
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cut-off is a finite size effect. Power law and truncated power law behavior of probability distri-

butions can be observed for the number of and the time lag between two successive participa-

tions in group-organized events, Figs B and C in S1 File. In fact, we find that similar

participation patterns which differ in values of exponents) can be observed for all Meetup

groups, regardless of their size, number of events or category. As in the case of the conference

participation dynamics [20], this indicates that the probability to participate in the next event

depends exclusively on the balance of numbers of previous participations and non-participa-

tions. We argued in [20] that the forces behind conference participation dynamics are of social

origin, and it follows from Fig 1 that the same can be argued for the case of the Meetup group

participation dynamics. The more participations in group activities member has, the stronger

and more numerous are her connections to the other group members, and thus her association

with the community. We further explore this assumption by investigating the event-driven

evolution of social networks of the four different Meetup groups.

Structure of social event-based network

We construct a social network between group members for each considered group, as a net-

work of co-occurrence on the same event (see Methods for more details). By definition, these

networks are weighted networks with link weights between two members equal to the number

of events they participated together. These networks are very dense, as a direct result of the

construction method, with broad distribution of link weights (see Fig D in S1 File). However,

co-occurrence at the same event does not necessarily imply a relationship between two group

members. For instance, a member of a group that attends many events, or big events, has a

large number of acquaintances, and thus large number of social connections, which are not of

equal importance regarding her association with the community. Similarly, two members that

attend a large number of events can have relatively large number of co-occurrences, which can

be the result of coincidences and not an indicator of their strong relationship. In order to filter

out these less important connections we use a filtering technique based on the configuration

model of bipartite networks [36, 37] (see Methods). By applying this technique to weighted

networks we reduce their density and put more emphasis on the links that are less likely to be

the result of coincidences. In this way we emphasize the links of higher weights without the

removal of all links below certain threshold (see Fig D in S1 File), a standard procedure for net-

work pruning. We explore the evolution of social networks of significant relationships between

Meetup group members by studying how the local characteristics of the nodes (members)

change with their growing number of participations in group activities.

Association with the community of a specific Meetup group can be quantitatively expressed

trough several local and global topological measures of weighted networks. Specifically, here

we explore how the number of significant connections (member’s degree) and their strength

(member’s strength), as well as how member’s embeddedness in a group non-weighted and

weighted clustering coefficient) are changing with the number of attended group events. Fig 2

shows how average strength of a node depends on its degree in filtered networks of four

selected Meetup groups. While member’s degree equal to the number of member’s significant

social relationships, the strength measures how strongly she is connected to the rest of the

group [38]. In all considered Meetup groups members with small and medium number of

acquaintances (q� 50) have similar values of strengths and degrees, i.e., their association with

the community is quantified by the number of people they know and not through the strength

of their connections (see Fig 2). Having in mind that the average size of an event in these four

groups is less than 20, we can conclude that majority of members with a degree less than 50 are

the ones that attended only a few group meetups. A previous study [30] has found that the

Associative nature of event participation dynamics: A network theory approach

PLOS ONE | DOI:10.1371/journal.pone.0171565 February 6, 2017 5 / 16



probability for a member to attend a group event strongly depends on whether her friends will

also attend. The non-linear relationship between the degree and the average strength for

q> 50 shows that event participation of already engaged members (ones who already attended

few meetings) is more linked to the strength of social relations than to their number. This

means that at the beginning of their engagement in group activities, when the association is

relatively small, the participation is conditioned by a number of members a person knows,

while later, when the association becomes stronger, the intensity of relations with already

known members becomes more important.

This finding is further supported if we consider the change of the average degree and

strength with the number of participations. Fig 3 shows how the average member’s degree and

strength evolve with the number of participations in group’s events. At the beginning, the

degree and strength have the same value and grow at the same rate, but after only few partici-

pations the strength becomes larger than the degree, and starts to grow much faster for mem-

bers of all four Meetup communities. After 100 attended events the average strength of a

member is up to ten times larger than her degree (see Fig E in S1 File). This indicates that the

event participation dynamics is mostly governed by the need of a member to maintain and

strengthen her relationships with already known members of a community. As a matter of

fact, our analysis of member’s embeddedness in these social networks shows that members

maintain strong relations with single members of the community, but also with small sub-

groups of members. A comparison with randomized data (Figs E and F in S1 File) reveals that

both the degree and strength grow slower with the number of events, and that their ratio is

Fig 2. Node strength dependence on node degree. Dependence of average member’s strength hsi on her

degree q in social network of significant links for considered groups.

doi:10.1371/journal.pone.0171565.g002
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higher than in the original data. Relatively high value of the average clustering coefficient hcii,

shown in Fig 4 indicates that there is a high probability (more than 10% on average) that

friends of a member also form significant relationships. The slow decay of hcii with the number

of participations and the fact that it remains relatively large (above 0.2) even for participants

with a thousand of attended meetups, Fig 4, show that personal networks of members have

tendency to remain clustered, i.e., have relatively high number of closed triplets compared to

random networks.

We now further examine the structure of these triplets and its change with the number of

participations by calculating the averaged weighted clustering coefficient. The weighted clus-

tering coefficient cW
i measures the local cohesiveness of personal networks by taking into

account the intensity of interactions between local triplets [38]. This measure does not just

take into account a number of closed triplets of a node i but also their total relative weight with

respect to the total strength of the nodes (see Methods). We also examine how the value of

weighted clustering coefficient, averaged over all participants that have attended x events, des-

ignated as hcW
i ðxÞ, with the number of attended events. As it is shown in Fig 4, a member’s net-

work of personal contacts shows high level of cohesiveness, on the average. Like its non-

weighted counterpart, the value of hcW
i i only slightly decreases during member’s early involve-

ment in group activities, while later it remains constant and independent of the number of par-

ticipations. A comparison of the values of weighted and non-weighted clustering coefficients

reveals the role of strong relationships in local networks, i.e., whether they form triplets or

bridges between different cohesive groups [38]. At the beginning of member’s involvement in

a group, these two coefficients have similar values, Fig 4, which indicates that the cohesiveness

of a subgroup of personal contacts is not that important for the early participation dynamics.

As a number of attended events grows, as well as a number and strength of personal contacts,

the weighted clustering coefficient becomes larger than its non-weighted counterpart, indicat-

ing member’s strongest ties with other members who are also friends. The fact that in later

Fig 3. Event driven evolution of member’s degree and strength. Dependence of member’s average

degree hqi and strength hsi on number of attended group events by member x for four considered Meetup

groups.

doi:10.1371/journal.pone.0171565.g003
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engagement the weighted clustering coefficient is larger than its non-weighted counterpart

indicates that the clustering has an important role in the network organization of Meetup

groups and thus in the group participation dynamics [38]. Low and very similar values of the

clustering and weighted clustering coefficients in networks obtained for randomized data (Fig

G in S1 File) further confirm our conclusion about the importance of clustering in the event

participation dynamics. The observed discontinuity and decrease of values of the degree,

strength and both clustering coefficients, Figs 3 and 4, for groups GEAM and TECH are conse-

quences of a small number of members who attended more than 300 events.

Event importance in group participation dynamics

In our previous work [20], we have shown that the conference participation dynamics is inde-

pendent of the conference topic, type and size. The same holds true for the Meetup participa-

tion dynamics, i.e., the member’s participation patterns in the Meetup group activities do not

depend on the group size, category, location or type of activity. However, the size of group

events and their time order may influence the structure of network and thus group dynamics.

We explore how topological properties of networks, specifically the number of acquaintances

and network cohesion, change after the removal of events according to a certain order (see

Methods for details).

Firstly, we study how the removal of events according to a certain order influences the

number of overall acquaintances in the network. For this purpose we define a measure η (see

Methods), which we use to quantify the percentage of the remaining significant acquaintances

after the removal of an event. Fig 5 shows the change of measure η after the removal of a frac-

tion r of events according to a chosen strategy. We see that most of new significant connections

are usually made during the largest events. The importance of large events for the creation of

new acquaintances is especially striking for the groups GEAM, PGHF, and TECH, where

Fig 4. Local cohesiveness of social networks of significant links. Evolution of local cohesiveness of

members personal networks, measured by averaged non-weighted hcii and weighted clustering coefficients

hcWi i, with the number of events attended by the member x.

doi:10.1371/journal.pone.0171565.g004
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about 80% of acquaintances only met at top 20% of events. For LVHK the decrease is slower,

probably due to a difference in the event size fluctuations (see Fig E in S1 File), but still more

than 50% of acquaintances disappear if we remove top 40% of events, which is still much

higher percentage of contacts compared to random removal of events (see Fig 5 (right)). Simi-

lar results are observed when we remove events in the opposite order, Fig 5 (left). Only 20% of

acquaintances are being destroyed after the removal of 80% of events, for all four groups. This

indicates that new and weak connections are usually formed during large events, while these

acquaintances are further strengthen during small meetups. On the other hand, the removal of

events according to their temporal order, Fig 5, has very similar effect as random removal, i.e.,

the value of parameter η decreases gradually as we remove events.

Similar conclusions can be drawn based on the change of average weighted clustering coeffi-

cient hCWi (now averaged over all nodes in the network) with the removal of events, Fig 6.

Removal of events according to decreasing order of their sizes, does not result in the significant

change of hCWi. The same value of weighted clustering coefficient, observed even after the

removal of 80% of events, shows that small events are not attended by a pair of but rather by a
group of old friends. On the other hand, the removal of events in the opposite order results in

gradual decrease of hCWi. A certain fraction of triads in networks are made by at least one link

of low weight. These links are most likely to vanish after the removal of the largest events, which

results in the gradual decrease of hCWi. Removal of events according to their temporal order

results in the change of hCWi similar to one obtained for random removal of events, confirming

further that the time ordering of events does not influence the structure of studied networks.

Discussion and conclusion

In this article we explore the event participation dynamics and underlying social mechanism

of the Meetup groups. The motivation behind this was to further explore the event driven

Fig 5. Importance of event size for number of distinctive links in the networks. Change of ηwith removal of events according to their size (left)

and temporal and random order (right). Abbreviations indicate order in which we remove events: b—from the largest to the smallest, s—from the

smallest to the largest, f—from the first to the last and r—random.

doi:10.1371/journal.pone.0171565.g005
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dynamics, work we have started by exploring participation patterns of scientists at scientific

conferences [20], and to better examine the social origins behind the repeated attendance at

group events, which was not feasible with the conference data. The results in this manuscript

are based on empirical analysis of participation patterns and topological characteristics of net-

works for four different Meetup groups made up of people who have different motives and

readiness to participate in group activities: GEAM, PGHF, TECH, LVHK.

Although these four groups differ in category and type of activity, we have shown that they

are all characterized with similar participation patterns: the probability distributions of total

number of participations, number of successive participations and time lag between two suc-

cessive participations follow a power law and truncated power law behavior, with the value of

power law exponents between 1 and 3. The resemblance of these patterns to those observed for

conference participations [20] indicates that these two, seemingly different, social system

dynamics are governed by similar mechanism. This means that the probability for a member

to participate in future events depends non-linearly on the balance between the numbers of

previous participations and non-participations. As in the case of conferences [20], this behav-

ior is independent of the group category, size, or location, meaning that members association

with the community of a Meetup group strongly influence their event participation patterns,

and thus the frequency and longevity of their engagement in the group activities.

The Member’s association with the community is primarily manifested trough her inter-

connectedness with other members of a specific Meetup group, i.e., in the structure of her per-

sonal social network. We have examined topological properties of filtered weighted social

networks constructed from the members event co-occurrence. Trough network filtering we

have emphasized the importance of significant links, the ones which are not the result of coin-

cidence but rather an indicator of social relations. The analysis of local topological properties

of these networks has revealed that the strength of connectedness with the community, for the

members with small number of participations, is predominantly the consequence of the width

Fig 6. Importance of event size for the network cohesiveness. Change of local network cohesiveness with removal of events according to their

size (left) and temporal and random order (right). Abbreviations indicate order in which we remove events: b—from the largest to the smallest, s—from

the smallest to the largest, f—from the first to the last and r—random.

doi:10.1371/journal.pone.0171565.g006
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of their social circles. Average strength and degree of members with q≲ 50, which on average

corresponds to only a few participations, are equal, while the strength of members who know

more than 50 people and have participated in more than a few events, is several times higher

then their degree. This means that after a few participations strengthening of existing ties

becomes more important than meeting new people. These arguments are further extended

with our observation of the evolution of average strength and degree with the growth of num-

ber of participations. Both, average degree and strength, grow, but the growth rate of strength

is higher than one of the degree, for all four Meetup groups. All four groups are characterised

with very high cohesiveness of their social communities. The evolutions of clustering coeffi-

cients, non and weighted one, and their ratio, show that bonding with the community becomes

more important as the members’ engagement in the group activity progresses. As in the case

of conference participations, frequent attendees of group activities tend to form a core whose

stability grows with the number of participations [20, 39]. The need of frequent attendees to

maintain and increase their bonding with the rest of the community influences their probabil-

ity to attend future meetings and thus governs the event participation dynamics of the Meetup

groups.

The observed structure of personal social networks of the Meetup members is in accor-

dance with previous research on this topic [21–24]. The average size of personal social net-

works for the most frequent attendees of the Meetup groups GEAM, PGHF, and TECH, is 150

or lower, while the size of the LVHK personal network is less than 500 different connections,

i.e., of the same order. This is consistent with the predictions of the Social Brain Hypothesis

for the typical human group size. The faster growth of the strength, compared to the one

observed for degree, and the constant, non-trivial, value of the clustering coefficients are indi-

cators of the layered structure of social networks. The comparable values of strength and

degree, as well as weighted and non-weighted clustering coefficients, observed for small num-

bers of attendances, indicate that at the beginning all social connections are of the equal impor-

tance. As members’ engagement with the community grows, she begins to interact with a

certain members of the group more often, which results in the non-linear growth of her

strength. The higher value of weighted clustering coefficient, compared to its non-weighted

counterpart, indicates that member’s personal network consists of layers, subgroups of mem-

bers, characterized with similar strength of mutual relations.

While the group category, type of activity and size do not significantly affect the participa-

tion dynamics in the group activities and structure of networks, the size of separate events

does have an influence on the evolution of social networks. Large events represent an opportu-

nity for members to make new acquaintances, i.e., to establish new connections. On the other

hand, small meetings are typically the gatherings of members with preexisting connections,

and their main purpose is to facilitate the stronger bonding among group members. We find

that the time order of events is irrelevant for group dynamics.

The universality of the event participation patterns, shown in this and previous work [20],

and its socially driven nature give us a better insight not only about the dynamics of studied

social communities but also about others which are organised on very similar principles: com-

munities that bring together people with the similar interests and where the participation is

voluntary. Having in mind that these type of groups constitute a large part of human life,

including all life aspects, understanding their functioning and dynamics is of great importance.

Our results not only contribute to the corpus of increasing knowledge, but also indicate the

key factor which influences the group longevity and successful functioning: the association of

group members with the community. This and recent success stories [40] suggest that complex

network theory can be an extremely useful tool in creating successful communities. Future

studies will be conducted towards further confirmation of universality of event participation

Associative nature of event participation dynamics: A network theory approach
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patterns and better understanding of how social association and contacts can be used for creat-

ing conditions for successful functioning of learning and health support groups.

Materials and methods

Data

There are more than 240000 groups in 181 countries classified into 33 categories active in the

Meetup community [41]. For each of selected four groups, we have used the Meetup public

API to access the data and collect the list of events organized by the group and the information

on the members who confirmed their participation (RSVP) in the given event since the group’s

beginnings. Each member has a unique id which enables us to follow her activity in the group

events during the time. The collected data have been fully anonymised and we did not collect

any personal information about the group members. We have complied with terms of use of

Meetup website. More details about the group sizes and the number of events is given in

Table 1.

Network construction and filtering

Network construction. We start with a bipartite member event network, which we repre-

sent with participation matrix B. Let Nm denotes total number of members in the group and

Ne is total number of events organized by the group. If the member i participated in the event l
element of matrix Bil takes a value 1, otherwise Bil = 0. In the bipartite network created in this

way, members’ degree is equal to total number of events member participated in, while events’

degree is defined as total number of members that have attended that event. The social net-

work, which is the result of members interactions during the Meetup events and is represented

by weighted matrix W, is created from the weighted projection of bipartite network to mem-

bers partition [42, 43]. In the obtained weighted network nodes correspond to individual

members while the value of the element of weighted matrix Wij corresponds to number of

common events two members have attended together.

Network filtering. The observed weighted network is dense network where some of the

non-zero edges can be the result of coincidence. For instance, these edges can be found

between members who attended large number of events or events with many participants, and

therefore they do not necessarily indicate social connections between members. The pruning

of these type of networks and separation of significant edges from non-significant ones is not a

trivial task [36, 37, 44]. For this reasons we start from bipartite network and use method that

determines the significance of Wij link based on configuration model of random bipartite net-

works [36, 37, 45, 46]. In this model of random networks the event size and the number of

events a member attended are fixed, while all other correlations are destroyed (see SI for fur-

ther explanations). Based on this model, for each link in bipartite network, Bil, we determine

the probability pil that user i has attended event l. The assumption of uncorrelated network

enables us to also estimate the probability that two members, i and j, have attended the same

event, which is equal to pilpjl. Probability that two members have attended the same w events is

then given by Poisson binomial distribution

PijðwÞ ¼
X

Mw

Y

l2Mw

pilpjl

Y

�l=2Mw

ð1 � pi�l pj�lÞ ð1Þ

where Mw is the subset of w events that can be chosen from given M events [36, 37, 47]. We

define p-value as probability that two members i and j has co-occurred on at least wij events,

Associative nature of event participation dynamics: A network theory approach
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i.e., that the link weight between these two members is wij or higher

p� valueðwijÞ ¼
X

w�wij

PijðwÞ: ð2Þ

The relationship between users i and j will be considered statistically significant if p-value(wij)

� ptrs. In our case, threshold ptrs = 0.05. All links with p-value(wij)> ptrs are consequence of

chance and are considered as non-significant and thus removed from the network. This way

we obtain weighted social network of significant relations between members of the Meetup

group WS
ij . The details on how we estimate pil and Pij(w) for each link are given in SI.

Topological measures. All topological measures considered in this work are calculated

for weighted social network of significant relations WS
ij . We consider the following topological

measures of the nodes:

• The node degree qi ¼
P

jHðW
S
ij Þ, where H is Heaviside function (HðxÞ ¼ 1 if x> 0 other-

wise HðxÞ ¼ 0);

• The node strength si ¼
P

jW
S
ij [7];

• Non-weighted clustering coefficient of the node ci ¼ 1
qiðqi� 1Þ

P
j;mHðWS

ij ÞHðWS
imÞHðWS

jmÞ

[7].

• Weighted clustering coefficient of the node cWi ¼ 1
siðqi� 1Þ

P
jm
WS
ijþW

S
im

2
HðWS

ij ÞHðWS
imÞHðWS

jmÞ

[38].

Weighted clustering coefficient of the network hCWi and its non-weighted counterpart hCi are

values averaged over all nodes in the network.

The event relevance

In order to explore the relevance of event size and time ordering for the evolution of social net-

work topology we analyze how removal of events, according to specific ordering, influences

the number of acquaintance and network cohesion. Specifically, we observe change of measure

η, which represents the fraction of the remaining acquaintances, and weighted clustering coef-

ficient hCWi after the removal of a fraction r of events. The removal of event results in change

of link weights between group members. For instance, if two members, i and j, have partici-

pated in event l, the removal of this event will result in the decrease of the link weight WS
ij by

one. Further removal of events in which these two members have co-occurred will eventually

lead to termination of their social connection, i.e., WS
ij ¼ 0. If WS(r) is the matrix of link

weights after the removal of a fraction r of events and WS is the original matrix of significant

relations, then the value of parameter η after the removal of r events is calculated as

ZðrÞ ¼
P

ijHðW
S
ijðrÞÞ

P
ijHðWS

ijÞ
; ð3Þ

The value of weighted clustering coefficient hCWi after the removal of a fraction r of events is

calculated using the same formula as for the hCWi just using the value of WS(r) instead of WS.

We remove events according to several different strategies:

• We sort events according to their size. Then, we remove sorted events in descending and

ascending order.

• We remove events according to their time-order, from the first to the last.

Associative nature of event participation dynamics: A network theory approach
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• We remove events in random order. We perform this procedure for each list of events 100

times.

Supporting information

S1 File. Supplementary information: Associative nature of event participation dynamics: a

network theory approach. The probability distribution P(x) of total numbers of participations

in group events x, obtained from the empirical data for the four selected Meetup groups (blue

circles). We also show truncated power law fit x−αe−Bx (solid lines), power law fit x−γ (dotted-

dashed lines), and exponential fit e−λx (dotted lines). Fig A Log likelihood ratio R and the π-

value compare fits to the power law and fits to the truncated power law for the probability dis-

tribution of total numbers of participations in group events. Table A The probability distribu-

tion of successive numbers of participations in group events xS, for the four selected Meetup

groups. The probability distribution follows power law behavior PðxSÞ � x
� g

S . Fig B The prob-

ability distribution of time lags between two successive participations in group events yS, for

the four selected Meetup groups. The probability distribution follows truncated power law

behavior PðySÞ � y
� a
S e

� ByS . Fig C The probability distribution of link weights in a weighted

network before and after filtering, for the four selected Meetup groups. Fig D The dependence

of a degree strength ratio on the number of participations, averaged over all members for the

four considered Meetup groups. Red circles correspond to results obtained from empirical

data, while blue squares correspond to randomized data. Fig E The dependence of group

members’ average degree hqi and strength hsi on numbers of participations for a real weighted

network and a randomized network. Fig F The dependence of group members’ average non-

weighted hcii and weighted clustering coefficient hcWi i on numbers of participations for a real

weighted network and a randomized network. Fig G The probability distribution of relative

size fluctuations
hei� e
hei , for the four considered Meetup groups, where e is the event size and hei

is the average event size. Fig H.
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Abstract

Computational social science is an emerging interdisciplinary field

whose main focus is on investigating human and social dynamics using

computational modeling and data analytics. Collective behavior in social

systems is of special interest due to its complex nature which demands

the use of computational techniques for uncovering and understanding

mechanisms that underlie its emergence. Here we demonstrate how com-

putational techniques can be used to quantify the structure and dynamics

of Meetup social groups. Dynamics and structure of any Meetup social

group strongly depend on the association of its members with the commu-

nity. We map the data about the group members and their participation in

the group events onto bipartite networks and use tools of complex network

theory to analyze their structure and structure of their monopartite projec-

tions. We explore how the structure of social networks of these groups

evolve with time and identify the key topological features that influence

collective dynamics and success/survival of the Meetup social group.

∗Corresponding Author Email: mitrovic@ipb.ac.rs.
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1. Introduction

The abundance of social data is the main driving force behind the expansion

of a new interdisciplinary fields commonly known as computational social sci-

ence [1,2]. Researchers from different fileds of science including physics, com-

puter science, mathematics, economics, and sociology, make the best use of

data, computational techniques and resources to provide us with quantitative

description and understanding of complex social systems. Computational meth-

ods from statistical mechanics and complex network theory have proven to be

a useful tool for quantitative description and uncovering the mechanisms that

underlie the collective behavior in social systems [3,4]. These techniques have

been udsed to explain the emergence of various collective social phenomena,

including segregation [5], cooperation [6], collective emotions [7–10], popular-

ity [11,12], etc.

One manifestation of collective social behavior is a social group, informal

community of individuals that emerges through repeated interactions among

them. Although evolution and organization of social groups have been subject

of interest in sociology and related scientific disciplines for more than a cen-

tury [13–16], the development of information communication technologies and

new quantitative techniques have provided new insight into the structure and

dynamics of various social groups. The availability of data enabled the study

of human behavior and the emergence of social groups in online environment

on a scale that was not possible just two decades ago [8, 17–22]. However,

the dynamics and structure of event-driven social groups are still insufficiently

explored, mainly due to the lack of data. These groups have a vital place in

society since they are a significant part of human social life [23–25]. The dy-

namics of these groups is very localized in time and space. Furthermore, their

members meet and build social interactions at group events, which makes them

very different from other offline and online social groups. Recent research on

several types of these groups [26,27], has shown that universal features charac-

terize their dynamics and that structure of social relations among their members

strongly influences member’s activity in the group and thus her association with

the community.
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In this chapter, we demonstrate how computational techniques from statis-

tical physics and complex network theory can be used to explore in details the

structure and dynamics of event-driven social groups. As a case study, we use

four different Meetup groups, communities of individuals formed online that

get engaged into joint offline activities. Meetup members are organized into

thematic social groups, which differ in physical location, type of activity and

size. Thus, the analysis of these four groups allows us to detect and describe

their universal structural and dynamical features. In particular, we show how

the data about members activity in a Meetup group can be mapped onto a bi-

partite graph, and how this network can be used to obtain the group’s social

relations. The topological structure of a bipartite network and its monopar-

tite projection reveals important details about social dynamics in these groups.

We show that four considered groups have very similar structural properties,

which further highlights the fact that universal principles govern dynamics of

these groups. These universal principles can be uncovered through quantitative

analysis of time series related to individual and collective activity. Our analy-

sis shows that correlations between the activity of individual members are the

principal cause of specific structural and dynamical patterns, which are charac-

teristic for Meetup, and presumably other event-driven, social groups.

In Section 2 we describe in detail the four considered Meetup social groups

and the data used for empirical analysis. The detailed description of structural

properties of bipartite and monopartite weighted social networks is given in

Section 3, while the analysis of dynamics of these groups is given in Section 4.

2. Data

Meetup [28] is an online social networking site that facilitates offline group

meetings in various locations around the world. It enables its members to find

and join social groups by their interests and get involved into activities of these

groups. Therefore, Meetup groups bring together people with common inter-

ests who are usually not acquainted outside of the group’s social circle. This

fact allows us to study the evolution of group’s structure and dynamics from its

beginnings, as well as their mutual influence, using computational techniques

from complex network theory and statistical physics.

Depending on the interest of its members, a group can be assigned to one

of 33 categories, which include careers, hobbies, socializing, health, politics,

books, etc. Besides topic and location, these groups also differ in size, event
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Figure 1. (left) Probability density distribution of group sizes Sg belonging

to Meetup category Career&Business, which exhibits log-normal behaviour

f (Sg) = 1

Sgσg

√
2π

exp(− (Sg−µg)
2

2σ2
g

). Here Sg is group size rescaled with average

group size of category Career&Business. (right) Time series of number of

events organised per week for two out of four groups we considered in this

chapter.

dynamics, and organizational structure. Figure 1(left) shows the probability

density distribution of sizes of groups belonging to category Career&Business.

This distribution exhibits a log normal behavior, which suggests that some mul-

tiplicative mechanisms underlie the growth of Meetup social groups. Time se-

ries of the number of organized events per week for two different groups, shown

in Fig. 1(right), clearly demonstrate the difference in event dynamics: the num-

ber of events organized on a weekly basis in two different groups fluctuates dif-

ferently. Despite their differences, Meetup groups have one thing in common,

the way their members prepare and organize their events. Before each event, all

members of the group receive an invitation to participate in an event to which

they can reply with yes or no. These recordings of event attendance can be then

used to analyze members event participation patterns [27] and structure of social

network formed between the members of the group.

In this work, we will demonstrate the power of computational techniques by

analyzing the data from four different Meetup groups, where each one of them

has more than 3000 members and organized events, see Table 1. To obtain more

general conclusions, we have selected groups from different categories and with

a different type of activities. Specifically, our first group geamclt (GEAM)

brings together individuals, foodie thrill-seekers, who are mostly interested in
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trying new exotic foods and drinks. Thus, the activities of this group include

collective visits to restaurants and bars. The second group (LVHK) consists

of hikers who seek excitement and like to socialize through physical activities,

while members of our third (PGHF) group like to attend free, or almost free,

social events. Our fourth group (TECH) gathers technology professionals inter-

ested in networking, entrepreneurship, environmental sustainability, and profes-

sional development. We used the Meetup public API to collect the data. For all

four groups we compiled the list of all events organized by the group since its

beginning, and for each event, we collected the list of members who attended

that event. Every member of the Meetup community has a unique identifiers

which allows us to follow her activity through time. The detailed description

of the data is given in Table 1. To protect the privacy of Meetup users we have

conducted a full anonymisation of the data. The anonymised data used for the

analysis presented in this work can be found at [29].

Table 1. Description of four Meetup groups studied in this chapter. NM is

total number of group members, while NE is total number of organized

events

Meetup group Acronym Category NM NE

geamcIt GEAM Food & Drink 5377 3986

pittsburgh-free PGHF Socializing 4995 4617

techlifecolumbus TECH Tech 3217 3162

VegasHikers LVHK Outdoors & Adventure 6061 5096

3. Structure of Meetup Social Groups

The data from event-driven social groups are typically mapped onto monopartite

weighted graph [30–32]. In this framework, each member is represented by a

network node, while the link weight between two individuals is either raw [33]

or normalized [30, 31] number of common events that they have attended to-

gether. The problem with this approach is that repeated co-occurrence of two

group members at group’s events does not necessarily imply social relationship

between them. For instance, according to this approach two very active individ-

uals, where by very active we mean persons who attended a significant number
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of group’s events, will have a high probability to meet on one or even several

different events. In the monopartite network model, this manifests as a social

relationship between these two individuals, although their relationship can be

just a consequence of chance.

Figure 2. (left) A part of Meetup bipartite network of GEAM community: light

gray circles represent nodes from Members partition while nodes from Events

partition are represented with white circles. (right) Weighted network of signif-

icant social relations between the 10% most active members of LVHK group.

Nodes of the same shade of gray belong to the same community.

In our previous work [27], we have shown that relevant social relations in

event-driven social group can be obtained by mapping the data onto bipartite

network and then use this network to filter out redundant links. First we map

the data onto a network with two partitions Members (M) and Events (E). In

bipartite networks, by definition, only links between nodes belonging to two

different partitions are allowed. Here, the link between nodes iM and jE denotes

presence of member iM at event jE . This way we obtain binary bipartite net-

works of size NM +NE , which can be represented as a block diagonal matrix B,

where BiM jE = 1 if there is a link between member iM and event jE , otherwise

BiM jE = 0. Example of bipartite networks of GEAM Meetup group is shown

in Fig. 2(left). Bipartite networks created in this way contain all the necessary

information about event-driven activity in Meetup groups. For instance, degree
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of a node qM
i in Members partition, defined as

qM
iM =

NE

∑
jE =1

BiM jE , (1)

is equal to the number of events that member represented by that node has at-

tended, while the degree of a node belonging to Events partition is equal to the

size of corresponding event,

qE
jE =

NM

∑
iM=1

BiM jE . (2)

In order to filter out redundant connections we use technique based on the con-

figuration model of bipartite random graphs (CMBR) [34, 35]. In this filtering

technique, CMBR is used for estimation of probability that two members have

occurred together on w events by chance, i.e. link π-value. If this chance is low,

below some threshold θ, we can claim at confidence level 1−θ that two mem-

bers have correlated participation in group events, i.e. social relation between

them is significant (real) and its strength is w. Before calculating this probabil-

ity we first need to determine the probability piM jE that member iM has attended

some event jE by chance, i.e. a probability that there is a link between member

iM and event jE in bipartite random network. For this we use graphs generated

with CMBR and maximal-entropy approach for calculating the link probability

in ensemble of networks [36–38]. CMBR graph has the same degree distribu-

tion for both partitions as the real network but all other properties, for instance

degree-degree correlations, are randomized. Specifically, if we use G to denote

the ensemble of bipartite random graphs with given degree distributions, then

probability to have a specific realization of graph G from this ensemble is given

by

P(G) =
1

Z
e
−∑iM jE

α
iM

qM

iM
+β

jE
qE

jE , (3)

where αiM and β jE are Lagrangian multipliers and Z is partition function. The

partition function for the ensemble of CMBR graphs can be easily calculated

(see [27,35]) and it is equal to

Z = ∑
G

e
−∑iM jE

(α
iM

+β
jE

)B
iM jE = ∏

iM jM

(1+e
−(α

iM
+β

jE
)) . (4)
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The values of Lagrangian multipliers can be calculated using the following

equations

qM
iM = − ∂Z

∂αiM
=

NE

∑
jE=1

e
−α

iM
−β

jE

1+e
−α

iM
−β

jE
, (5)

and

qE
jE = − ∂Z

∂β jE

=
NM

∑
iM=1

e
−α

iM
−β

jE

1+e
−αiM −β jE

. (6)

If we define a coupling parameter λiM jE = αiM + β jE then the link probability

between member iM and event jE is equal to

piM jE =
∂Z

∂λiM jE

=
e

λiM jE

1+e
−λ

iM jE
=

e
−αiM +β jE

1+e
−α

iM
+β

jE
. (7)

The links in CMBR graph are uncorrelated, thus the probability that two mem-

bers iM1 and iM2 have attended the same event jE is simply a product of piM1 jE and

piM2 jE . The probability that two members have co-occurred in w events is given

by Poisson binomial distribution

PiM1 iM2
(w) = ∑

Ew
∏

jE∈Ew

(piM1 jE piM2 jE ) ∏
jE∈Ew

(1− piM1 jE piM2 jE ) , (8)

where Ew is the subset of w events that can be chosen from given E events [36].

Finally, π-value for a link between members iM1 and iM2 is a probability that these

two members have attended together at least wiM1 iM1
events

π(wiM1 iM2
) = ∑

w≥w
iM
1

iM
2

PiM1 iM2
(w) . (9)

If this π-value for a pair of members is high we can assume that their activity

in group events is not correlated and that wiM1 iM2
co-occurrences are a result of

chance. On the other hand, if the π-value for some pair of members is low,

i.e. smaller than θ, we can assume at the level of confidence 1−θ that activity

of these members is correlated to a certain extent. This means that the link of

weight w between these members can not be created using CBMR graphs. The

π-values of weighted links between members of one Meetup group can be then

used to filter out the redundant links and create weighted network of significant

social relations.
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Figure 3. Probability distribution of link weights in a weighted network before

and after filtering, for four considered Meetup groups. [Figure right reprinted

with permissions from [27]]

We map the data from one Meetup group onto bipartite networks and

then apply the described filtering technique to obtain the weighted network of

significant social relations between its members at the 95% confidence level

(θ = 0.05). This weighted network can be represented with weighted matrix

W , where WiM1 iM2
denotes the strength of the social relation between members iM1

and iM2 . The probability distribution of the number of common events, given in

Fig. 3, has power-law behavior for all four networks. Fat-tail distribution of

commons is typically found in techno-social systems characterized by high het-

erogeneity of members activity [7, 17, 27, 33]. The weighted network obtained

from a projection of bipartite network onto one of the partitions is usually very

dense, i.e. has a huge number of connections per node. We decrease the net-

work density using the described filtering technique. We see from Fig. 3 that

although this method puts more emphasis on the links with higher weight, the

overall distribution of link weights is preserved.
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In our previous work [27], we have examined in detail how the topolog-

ical properties of member’s ego network evolve with the number of attended

events. So far, the structure of bipartite and weighted monopartite networks

corresponding to Meetup groups has not been studied and described in detail.

We quantify the structure of these networks by calculating several local, meso-

scopic and global topological measures. The standard topological measure, used

for quantifying the connectivity patterns in the networks, is the node degree and

its distribution [39]. The degree of a node in Members and Events partitions is

defined with Eqs. 1 and 2, while in the weighted monopartite network the node

degree is equal to the number of its different links, i.e.

qW
iM1

=
NM

∑
iM2 =1

H (WiM1 iM2
) , (10)

where H (WiM1 iM2
) is Heaviside function (H (x) = 1 if x > 0 and 0 otherwise).

The degree distribution P(q) is a probability that randomly chosen node in a

network, bipartite or monopartite, has a value of degree q. The connectivity in

bipartite networks is quantified with two-degree distributions, each correspond-

ing to one partition. Besides the degree and its distribution, one more local

property is used for the description of local connectivity in a weighted network,

node strength. Strength of a node is equal to a sum of weights of all links adja-

cent to that node, i.e.

sW
iM1

=
NM

∑
iM2 =1

WiM1 iM2
. (11)

Degree-degree correlations is another local topological measure with which we

capture the mixing patterns in a network [39]. Specifically, with this measure,

we quantify node’s preference to attach to similar nodes in a network. It can

be estimated by calculating the average nearest neighbor degree of a node 〈qκ
nn〉

and examining its dependence on node degree. The average nearest neighbor

degree of node with degree qκ is given by

〈qκ
nn〉=

∑ jκ′ qκ′

jκ′

qκ
. (12)

Here κ and κ′ denote two different partitions in bipartite networks, in the case of

weighted network κ = κ′ = W , and qκ′

jκ′ is degree of the nearest neighbor node.

In uncorrelated networks, the average nearest neighbor degree does not depend
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on node’s degree. If 〈qκ
nn〉 is increasing function of q we have assortative mixing,

i.e. nodes in this network have preference toward nodes with similar or higher

degree, while decreasing function of 〈qκ
nn〉(q) indicates disassortative mixing,

large degree nodes are linked to ones with small degree. Social networks are

usually characterized by assortative mixing patterns, while biological, techno-

logical and techno-social networks typically have disassortative mixing [39].

For weighted networks, one can also define weighted average nearest neighbor

degree 〈qnn〉W , which measures the effective affinity of a node to connect with

high- or low-degree neighbors concerning the connection strength. Weighted

average nearest neighbor degree of node iM is given by

〈qnn〉WiM1 =
1

sW
iM1

∑
iM2

WiM1 iM2
qM

iM2
. (13)

Another important measure of topological structure of monopartite net-

works is clustering coefficient. It measures a probability that two first neighbors

of a node are also neighbors. For weighted monopartite social networks we can

define non-weighted clustering coefficient of node iM

ciM1
=

1

qW
iM1

(1−qW
iM1

)
∑

iM2 iM3

H (WiM1 iM2
)H (WiM1 iM3

)H (WiM2 iM3
) , (14)

and weighted clustering coefficient

cW
iM1

=
1

sW
iM1

(1−qW
iM1

)
∑

iM2 iM3

WiM1 iM2
+WiM1 iM3

2
H (WiM1 iM2

)H (WiM1 iM3
)H (WiM2 iM3

) . (15)

While the non-weighted clustering coefficient measures the number of closed

triples formed by node and its neighbours, the cW
iM

measures local cohesive-

ness of the node’s neighbourhood by taking into account the intensity of inter-

actions between local triplets [40]. Non-weighted 〈C〉 (weighted 〈CW 〉) clus-

tering coefficient of the whole network is calculated as average value of non-

weighted(weighted) clustering coefficients of all nodes in the network. One can

also calculate the average clustering coefficient of nodes with degree qW and

thus obtain how c and cW depend on qW . This dependences reveal a lot about

the hierarchical organisation in network [39, 40], while the averaged values of

clustering coefficients provide global information between weights and topol-

ogy in the network [40]. For instance, the comparison between 〈C〉 and 〈CW 〉
can reveal much about the importance of clustering in network evolution [40]:
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Figure 4. Probability density distribution of rescaled degree for nodes in Mem-

bers (top left) and Events (top right) partition. The degree is rescaled by the

value of an average degree in a given partition. The dependence of average

nearest neighbor degree on degree in Members (bottom left) and Events (bot-

tom right) partitions.

〈CW 〉> 〈C〉 suggests that the processes leading to high value of clustering coef-

ficient have an important role in network evolution.

We first examine the topological structure of bipartite networks correspond-

ing to four considered Meetup groups by calculating the degree distribution for

Members, Fig. 4(top left), and Events partition Fig. 4(top right). Degree dis-

tribution of Members partition is equivalent to the distribution of the number

of attended events studied in [27]. Distributions for all four groups exhibit the

same, truncated power-law, behavior

P(qM) ∝ (qM)−γexp

(

−qM

qM
0

)

, (16)

with very similar values of exponent γ ( 1.3 ≤ γ ≤ 1.61) [27]. The observed
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power-law dependence in Members partition is a result of universal event-driven

social dynamics [26,27]. In event-driven dynamics probability for a member to

attend the next event depends exclusively on balance between the number of

previous participations and non-participations. Our analysis of the evolution of

members ego networks in Meetup social groups has shown that through event

attendance members widen and strengthen their social connections and that ac-

tive members repeat attendance in the group events with a small subgroup of

their peers [27].

The probability distribution of degrees for Events partition is nothing more

than a distribution of the event sizes. For all four social groups, this event size

distribution follows log-normal behavior

P(qE) =
1

qEσE
√

2π
e
− (log(qE )−µE )2

2(σE )2 . (17)

Three groups (GEAM, PGHF, and TECH) have the same value of mean µE =
−0.7(1) and standard deviation σE = 0.95(5), while the degree distribution for

Events of LVHK group, with parameters σE = 0.59(2) and µE = −0.16(2),

shows some deviations from log-normal curve for small values of normalized

degree. Log-normal distribution has been observed in many socioeconomic sys-

tems, including distribution of firm [41] and city [42] sizes, voting [11,43] and

citation patterns [12,44]. For all these processes proportional growth is a com-

mon mechanism that leads to a log-normal distribution of event sizes. As it

was argued in Section 2, the growth of Meetup groups can be described with

multiplicative process [45]. Since event participation is the primary activity in

a Meetup group, event size directly depends on the group’s growth. Thus, the

log-normal distribution of event sizes is just another indicator of the propor-

tional growth of Meetup social groups.

We also examine the mixing patterns in these bipartite networks by calcu-

lating the average nearest neighbor degree for the nodes in both partitions and

study its dependence on their degree, Fig. 4 (bottom). The average nearest

neighbor degree for Members partition, i.e. the average size of events attended

by a member, is independent of the magnitude of her activity Fig. 4(bottom

right). The descending curve in Fig. 4(bottom left) indicates disassortative mix-

ing for events. This observation is expected since in the previous study [27] we

have shown that significant events are predominantly attended by members with

a small number of participations.
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Figure 5. (top left) Dependence of normalized node strength on its degree. (top

right) Scatter plot of nodes strength versus standard deviation of link weights

adjacent to that node. Average nearest neighbor degree (bottom left) and its

weighted counterpart (bottom right) in weighted network.

The observed degree-degree correlations suggest that event-driven dynam-

ics is outlined with correlated social behavior which is beyond random processes

characteristic for generation of random bipartite graphs. This event-driven dy-

namics of Meetup social group shapes and it is formed by the structure of the

underlying weighted social network. Real world weighted networks, besides

complex topology, also display a considerable heterogeneity in the strength of

the connections. Weighted quantities and their correlations with the underlying

topological structure of the network provide additional information about the

dynamical processes governing network’s evolution. We further explore topo-

logical features of the weighted network between the Meetup group members,

which is obtained by projecting bipartite network onto Members partition and

filtering out non-significant links.

Figure 5(left) shows dependence of normalized average strength 〈sW 〉/〈w〉
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of node on the value of its degree qW . Normalization constant 〈w〉 is aver-

age link weight in the whole network. In the Meetup weighted social network

the degree of a node equals to the number of different connections adjacent

to that node, while its strength measures the total magnitude of these relation-

ships. In uncorrelated weighted networks, the normalized average strength of

the node grows with its degree as 〈sW 〉/〈w〉 = qW . We see from 5(top left) that

for all four groups the dependence of normalized average node’s strength devi-

ates from uncorrelated approximation. Furthermore, normalized average node’s

strength is proportional to its degree for nodes with degree qW ≤ 50, while for

nodes with large values of degrees it grows super-linearly. This indicates that

average weight of links adjacent to a node 〈wiM〉 = 1

qM

iM
1

∑iM2
WiM1 iM2

grows with

node degree. In fact, the standard deviation of weights of links adjacent to a

node also increases with its strength, Fig. 5 (top right), which suggests that

very active users are characterized by significant heterogeneity of strength of

their social connections. The described dependencies reveal one of the essential

characteristics of event-driven dynamics: at the beginning of their involvement

in group activities members mostly widen their social circle, while later, as their

participation in group activities progresses, they tend to pay more attention to

strengthening their existing social relations with particular members.

It was shown above that mixing patterns for Members partition in the bipar-

tite network of Meetup groups are uncorrelated, so it is not surprising that we

observe the lack of degree-degree correlations in corresponding weighted social

networks Fig. 5 (bottom left). On the other hand, the dependence of weighted

average nearest neighbor degree 〈qnn〉W on node degree shows weak assorta-

tive mixing. The weighted average nearest neighbor degree is defined in a way

to put more emphasis on the properties of strongest connections. Thus we see

that members with a large number of connections establish the most solid ones

with other high-degree members, forming in this way strongly connected core

of very active members. This finding is further confirmed with a comparison

of non-weighted C(qW ) and weighted clustering CW (qW ) clustering coefficient

shown in Fig. 6. For all four groups, non-weighted clustering coefficient and

its weighted counterpart have the same value for low- and middle-degree nodes.

For nodes with qW ' 50, the difference between these two topological mea-

sures becomes evident, and it further grows with the degree. The ratio between

non-weighted and weighted clustering coefficient of very active users suggests

that their involvement in group activities is not conditioned by the behaviour of
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Figure 6. Dependence of non-weighted and weighted clustering coefficient on

node degree for four studied Meetup social groups.

other members from their social circles but rather by the activity of the whole

subgroups, as it was argued in [27].

This type of activity leads to the occurrence of communities which are man-

ifested as mesoscopic inhomogeneities in the structure of weighted social net-

works, i.e. as the subgroups of strongly inter-connected nodes. Their exis-

tence, observed in many online and offline social systems [7,9,17,33], is one of

the strongest indicators of self-organising collective dynamics. We detect these

communities in the weighted social network of the 10% most active members

using LOUVAIN community detection method [46,47] and its implementation

in Gephi [48]. This approach detects communities in a network by finding the

configuration of groups of nodes for which the modularity function has the high-

est value [46]. For all four groups we find that they have between four and five

communities of similar sizes, see the Table 2 for details. For the illustration, we

show the weighted social network of 10% most active individuals in LVHK and

its community structure in Fig. 2(right).
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Table 2. Details about weighted social subnetworks formed between 10%

of most active members for considered networks. NW and LW are the

number of members and links in subnetwork, activity range is the lowest

and highest number of attended events by selected group of members, and

NC is the number of detected communities using LOUVAIN method

Acronym NW LW Activity range NC

GEAM 538 15575 19-1494 4

PGHF 500 6828 15-1191 4

TECH 317 5350 21-1175 5

LVHK 607 29327 48-1521 4

All results presented in this section show that these four groups, although

essentially different when it comes to their topic, type of activity and personality

of their members, have very similar, practically universal, internal structure.

This further confirms the conclusion from our previous research [26, 27] that

the forces that influence the behavior of the individuals and thus govern the

collective dynamics of the group are very fundamental, i.e. they do not depend

on specific type of social group. In the next section we further support these

findings by analysing group dynamics.

4. Dynamics of Meetup Social Groups

Specificity of Meetup social groups is their event-driven dynamics. Members of

the group meet at a precise time and in a precisely determined place to partic-

ipate in some joint activity. Through these activities, they form and strengthen

social connections, which then influence the future dynamics of the group, i.e.

the frequency and size of future events. The individual participations in group

events can be translated into time series that either describes the activity of each

member or the collective activity of the subgroup or the whole group. The

quantitative analysis of these time series provides a characterization of system

dynamics and reveals valuable information about its organization and evolu-

tion [7, 8, 10, 17, 33]. In this section, we analyze activity patterns of individual

members as well as the total subgroup and group activity to find universal fea-

tures of Meetup group dynamics.
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Figure 7. Time series of activity of one of the very active members (top left) and

low active members (top right) of LVHK group. (bottom left) Time series of

total activity in LVHK group. (bottom right) LVHK members activity pattern.

The x axes in Fig.7 corresponds to event-time while y axes shows member’s

index. Members are ordered according to their first occurrence time in group

activities, and dot denotes member’s participation in event.

The number of organized events per week varies not just between different

Meetup groups, but also within the group Fig. 1 (right). This frequency is

influenced by various external and internal factors. To separate factors of

different nature, we measure the activity in the group against the number of

held events and thus omit real time from the further analysis. This way we

obtain different time series X(t) where t is a serial number of event. Time series

of individual member’s activity XiM(t), shown in Fig. 7 (top), is an array of 0

and 1 (a member can either attend or not attend the event). The time series that

describes the activity of the whole group XG(t) is obtained through aggregation

of the time series for individual members. XG(t) is nothing else but the time

series of event sizes Fig. 7(bottom left).
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First, we study the patterns of member’s participation in group’s events.

Based on time series of individual member’s activity one can calculate the time

lag between two attended events ∆TM , measured in event-time, and obtain the

time series of inter-event times for each member {∆T iM

1 , . . . ,∆T iM

qM−1
}. As it

was shown in [27] the distributions of these time interval for all four Meetup

groups follow the truncated power-law behavior with power-law exponents in

interval [1.06,1.38]. This suggests that temporal patterns of members activity

have fractal structure [8, 33] known as bursty behavior [49]. Bursty behavior,

characterized by intervals with persistent activity followed by the long inactive

intervals, is universal characteristic of human behavior and it has been observed

in various social systems [22, 33, 50]. This type of activity results in particular

pattern of members attendance of group events, shown for LVHK group in Fig.

7 (bottom right).
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Figure 8. (left) Dependence of member’s burstiness on the number of attended

events. (right) Dependence of memory coefficient on burstiness.

It was shown in [49] that there are two different mechanisms responsible

for the bursty nature of the signal: the inter-event time distribution and mem-

ory. Two measures used for distinguishing between these two mechanisms are

burstiness parameter B and memory coefficient µ. The burstiness parameter is

given by

BiM =
〈∆T iM 〉−σ

∆T iM

〈∆T iM 〉+σ
∆T iM

, (18)

where 〈∆T iM〉 and σ
∆T iM are average value and standard deviation of time lag

between two attended events respectively. BiM takes values between −1 and
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1 and it is used for quantifying the inter-event time distribution of the sig-

nal: BiM = 1 corresponds to very bursty signal, BiM = 0 to random signal, and

BiM =−1 corresponds to very regular (periodic) signal. The memory coefficient

µ, a correlation-based measure, measures autocorrelations between consecutive

inter-event times
(

∆T iM

k ,∆T iM

k+1

)

for one member. It is calculated as

µiM =
1

qM −2

qM−2

∑
k=1

(∆T iM

k −〈∆T iM〉1)(∆T iM

k+1−〈∆T iM〉2)

σ1σ2

, (19)

where 〈∆T iM〉1

(

〈∆T iM〉2

)

and σ1(σ2) are sample mean and sample standard

deviation of ∆T iM

k

(

∆T iM

k+1

)

respectively.

We quantify the temporal patterns of individual member’s activities by cal-

culating the burstiness parameter BiM and memory coefficient µiM [49]. Figure 8

(left) shows how burstiness of individual members depends on the size of their

activity. Figure 8 indicates that burstiness parameter decreases as the involve-

ment of member in group grows, suggesting that very active members attend

events on more regular basis than members with a small or moderate number

of participations. This is in line with previous findings [26, 27] where it was

shown that probability of members future involvement in group activities de-

pends nonlinearly on the ratio between the number of previous participations

and non-participations in group events. Specifically, for very active members

their probability to attend the next event is very close to one and does not vary

much with time, which results in relatively regular patterns of participation (see

Fig. 7 (top left)). On the other hand, a member with a few attendances has the

typical pattern shown in Fig. 7(top right): inter-event time distribution is more

a Poissonian like with burstiness parameter close to zero. The dependence of

memory coefficient µiM on burstiness parameter, shown in Fig. 8 (right), further

confirms that members probability of attending the next group event depends on

the number of previously attended and not-attended events. Members with the

largest number of attended events, i.e. a negative value of burstiness parameter,

have the highest and positive value of memory coefficient. This suggests that

the origin of burstiness of their activity is memory and that regular members

have more predictable group activity patterns than temporary members. These

findings show that human event-participation dynamics is very different from

one typically observed in social systems where human behavior is characterized

with high burstiness parameter and memory coefficient close to zero.

As we saw in Section 3, members with medium and high number of atten-
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Figure 9. The relationship between fluctuations σX
iM

and average 〈XiM〉 activity

of member time series at the scale of one (left) and ten events (right).

dance have large circles of acquaintances within which we can distinguish sub-

groups of strongly connected friends. It was argued in [27] that these connec-

tions and member’s need to maintain them are the primary drivers behind her in-

volvement in group activities. On the other hand, it was shown that dynamics of

various social groups is externally driven by the arrival of new members [9,17].

We use formalism introduced in [51] to determine in quantitative manner which

of the factors, endogenous or exogenous, are responsible for Meetup group dy-

namics. Based on time series of activity, for every member, we calculate time

average activity 〈XiM〉 and standard deviation σXiM
. The analysis of dynamics

in various systems has shown that relationship between standard deviation and

time average of activity follows the scaling law

σX iM ∝ 〈XiM〉δ . (20)

The value of exponent δ ≈ 0.5 corresponds to system where endogenous factors

dominate group dynamics, δ ≈ 1 to system driven by external forces, while the

values of δ between these two extremal values denote mixed dynamics. Figure 9

(left) shows a perfect scaling for all four groups with value of exponent δ ≈ 0.5,

which indicates that Meetup group dynamics is practically random on the time

scale of one event. If we do the same analysis on the time series obtained by

aggregating members activity over ten events (which corresponds to one week in

real time), we see that the scaling exponent δ becomes larger than 0.5 suggesting

correlated members activity at longer time scales, Fig. 9 (right).

The community structure of the network of the 10% most active members is

a direct consequence of correlated co-occurrence of members at group events.
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Figure 10. Total activity of subgroups found in weighted networks of the 10%

most active members using LOUVAIN method.

Figure 10 shows the temporal evolution of activity in these communities. The

time series shown in Fig. 10 are obtained by aggregating time series of individ-

ual actions of all members belonging to one community. We see that all these

communities have similar paths of evolution: at the beginning, the activity of

their members is low, almost sporadic; then we observe a gradual growth, fol-

lowed by the peak of community activity, after which the activity decreases un-

til the community eventually ceases to exist. This rise and fall of social groups

have been observed in both online and offline social systems [8, 9, 52]. The

ability of group to dynamically alternate their composition is one of the main

features of persistent large groups. Obviously, the activity of members belong-

ing to one community is strongly correlated; we see that there is only small

overlap between the activity of different communities. This further indicates

that significant social relations are clustered in time and that these relations are

main driving force behind the dynamics of Meetup social groups [26,27].
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Conclusion

Data from Meetup groups contain invaluable information about the human

event-driven offline activity. We have demonstrated how the combination of

computational methods from complex network theory and statistical physics

can be used to explore the structure and dynamics of four different Meetup so-

cial groups. Specifically, we have shown how the data from these networks can

be mapped onto bipartite networks of Members and Events, and how to project

these networks onto Members partition to obtain social relations. These net-

works have several specific features that are universal for Meetup and, presum-

ably other event-driven, social networks. In particular, both network types have

very rich topology which is directly related to event-driven group dynamics.

Bipartite networks are characterized by high degree heterogeneity in both parti-

tions, which is not surprising, since power-law dependencies are the distinctive

feature of members attendance patterns in event-driven social groups [26, 27].

What is surprising is a lack of degree-degree correlations in Members commu-

nity, which suggests that members attend events of different sizes with equal

probability. The weak degree-degree correlations observed for Events parti-

tion indicate that small events are predominately attended by active members

of Meetup group, which confirms the findings of event size importance in [27].

The analysis of features of weighted networks of significant social links shows

that network topology alone is not sufficient for capturing and understanding

the social mechanism that govern the Meetup group dynamics and that link

weights and their distributions need to be taken into account. The analysis of

weighted measures shows that connection weights become important for dy-

namics of members with more than 50 connections. It also indicates that very

active members tend to form strongly connected subgroups. The communities,

identified as topological mesoscopic inhomogeneities in weighted social net-

works of the 10% most active members, are distinctive sign that these groups

have self-organizing dynamics.

Meetup group collective dynamics is shaped by the behavior of individual

member and interactions between them. The analysis of patterns of members

behavior has again shown that human dynamics is bursty. What is different in

the case of Meetup dynamics is that origin of this burstiness is memory, which is

different from what is observed in other social dynamics. The positive value of

memory coefficient for active users shows that their activity is correlated in time.

We have shown that this correlation can be observed at the scale of ten and more

event, which corresponds to one week in real time. This correlated behavior is
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also the principal mechanism which leads to formation of communities in social

network of the 10% most active users.

It has been shown earlier that Meetup group dynamics is universal, i.e. does

not depend on group category, location or type of activity [27]. The comparison

of this dynamics with conference participation patterns indicates that this uni-

versality is independent of members motivation to take part in groups activities,

for instance, professional versus leisure. Here we show that this universality is

also observed in the structure of social networks. Members of all four Meetup

groups form networks which have a remarkably similar structure: they all ex-

hibit similar degree distributions, have the same degree-degree correlations, and

very similar community structure with similar number of communities.

The methodology that we demonstrated here by applying it to Meetup social

groups is a standard part of social computational science, an emerging interdis-

ciplinary scientific field. The presented methods and tools can be used in study

of other social networks whose activity is localized in time and space.
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a b s t r a c t

A strongmagnetic field applied along the growth direction of a quantum cascade laser (QCL) active region
gives rise to a spectrum of discrete energy states, the Landau levels. By combining quantum engineering
of a QCL with a static magnetic field, we can selectively inhibit/enhance non-radiative electron relaxation
process between the relevant Landau levels of a triple quantumwell and realize a tunable surface emitting
device. An efficient numerical algorithm implementation is presented of optimization of GaAs/AlGaAsQCL
region parameters and calculation of output properties in themagnetic field. Both theoretical analysis and
MATLAB implementation are given for LO-phonon and interface roughness scatteringmechanisms on the
operation of QCL. At elevated temperatures, electrons in the relevant laser states absorb/emit more LO-
phonons which results in reduction of the optical gain. The decrease in the optical gain is moderated by
the occurrence of interface roughness scattering, which remains unchangedwith increasing temperature.
Using the calculated scattering rates as input data, rate equations can be solved and population inversion
and the optical gain obtained. Incorporation of the interface roughness scattering mechanism into the
model did not create new resonant peaks of the optical gain. However, it resulted in shifting the existing
peaks positions and overall reduction of the optical gain.

Program summary

Program title: QCL

Catalogue identifier: AERL_v1_0

Program summary URL: http://cpc.cs.qub.ac.uk/summaries/AERL_v1_0.html
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Licensing provisions: Standard CPC licence, http://cpc.cs.qub.ac.uk/licence/licence.html

No. of lines in distributed program, including test data, etc.: 37763
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Distribution format: tar.gz

Programming language:MATLAB.

Computer: Any capable of running MATLAB version R2010a or higher.

Operating system: Any platform supporting MATLAB version R2010a or higher.

RAM:Minimum required is 1 GB. Memory usage increases for less intense magnetic fields.

Classification: 15.
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Nature of problem:
The nature of the problem is to provide an efficient numerical algorithm implementation for optimization
of GaAs/AlGaAs QCL active region parameters and calculation of output properties in the magnetic
field.
Solution method:
The optimization of the QCL laser performance at selected wavelength is performed at entire free-
parameters space using simulated annealing algorithm. The scattering rates are calculated in the presence
and without magnetic field and used as coefficients in rate equations. The standard MATLAB procedures
were used to solve iteratively this system of equations and obtain distribution of electron densities over
electronic states.
Restrictions:
The machine must provide the necessary main memory which decreases roughly quadratically with the
increase of the magnetic field intensity.
Running time:
Optimization time on Intel 3 GHz processor is about 2 × 104 s. The calculation time of laser output
properties for values set automatically in GUI is 5 × 104 s.

© 2013 Elsevier B.V. All rights reserved.
1. Introduction

Molecular beam epitaxy (MBE) technique [1], allowed the real-
ization of complex heterostructures, with the quantum well as a
basic structural building block. The inherent design variability of
these structures gave rise to a new direction of research that relies
on the so-called band-structure engineering. In superlattices com-
prisingmany coupled quantumwells, energy subbands are formed
in analogywithwhat happenswhen atoms are brought together to
form a solid [2]. The first intersubband heterostructure laser was
created by Jerome Faist et al. [3]. In recent years the scientific com-
munity haswitnessed a rapid progress in the development of semi-
conductor quantum cascade lasers (QCLs) [4–8]. The optimization
of the structure and prediction of performance of the QCL is an im-
portant contribution of theory to the development [9–14].

Quantum cascade lasers have become light sources of choice for
a broad variety of applications including high-sensitivity gas sens-
ing, infrared imaging, military countermeasures, security moni-
toring, non-invasive medical diagnostics, optical communications
[3,4,15–19]. In themid- and far-infrared spectral range, these pow-
erful light sources are particularly appreciated for the wide scope
of operatingwavelengthswhich can be achieved by using the same
heterostructure material combination. Some of the features that
make this kind of device so unique are: unipolarity, the popula-
tion inversion achieved through careful quantum engineering of
the lifetimes of the states (typically in the ps range) and the elec-
tron recycling due to the cascading scheme. Their performance
under the influence of high magnetic field has been intensively
studied as well, due to the fact that magnetic field may serve
as an efficient tool to determine the nature and magnitude of
the scattering mechanisms in the active region [5–8,20–24]. Early
experiments have demonstrated QCL emission enhancement and
a magneto-phonon-resonance effects [5–7] which have led to a
deeper insight into the physics of intersubband lasers. Further-
more, in the THz frequency range where the performances of QCLs
deteriorate rapidly with temperature, due to detrimental thermal
activation of non-radiative losses, the highest operating temper-
ature of 225 K is reported for the structure assisted by external
magnetic field for additional carrier confinement [21]. Recently,
a portable QCL based infrared magnetospectrometer covering the
spectral range from 5 to 120 µm has been presented, for applica-
tions in cyclotron-resonance spectroscopy measurements where
high magnetic fields (up to 60 T) are required [16]. Hence, a de-
tailed understanding of various scattering mechanisms under the
influence of strong magnetic field is an important factor for im-
proving QCL performances and applicability.
The typical design of the QCL active region entails a three-
level system. The carriers are injected into the upper laser state,
from which they can relax into the lower state by means of
photon-assisted transition or by scattering, mainly by interactions
with LO-phonons. In order to achieve the population inversion the
lifetimes of electrons in the quantum states must satisfy the re-
lation τ32 > τ21: this condition is achieved by means of two key
points. The lifetime τ21 is reduced by making the energy E21 res-
onant with the optical phonon energy, which is the most efficient
scattering mechanism. The lifetime τ32 is increased by employing
a transition with a reduced spatial overlap of the wavefunctions.
Further extension of otherwise short carrier lifetime (of the order
of 1 ps) is achieved using an intense magnetic field parallel to the
growth direction of semiconductor layers [6–8,20]. The magnetic
field breaks the two-dimensional (2D) in-plane continuous energy
subbands into discrete Landau levels. The lifetime of electrons in
the excited laser state is strongly modulated by the applied mag-
netic field. The dependence of electron lifetime on magnetic field
intensity results in oscillations in the laser emission intensity. The
inelastic scattering by LO-phonons and elastic scattering by inter-
face roughness were identified as main mechanisms behind this
effect by Leuliet et al. [8]. Given that the scattering processes be-
tween the two states depend on their energy spacing, certain re-
laxation mechanisms can be enhanced or inhibited by varying the
magnetic field strength, although they may be influenced by the
operating temperature as well. LO-phonon scattering is well ex-
plained in previous theoretical and experimental works [6–8,20,
25]. Increasing magnetic field reduces the number of relevant Lan-
dau levels and changes the energy differences between individual
levels, thus affecting the lifetime of carriers in higher states. On the
other hand, the influence of interface roughness scattering has only
recently been studied in detail [26]. The strength of the interface
roughness scattering in a particular sample is determined by the
morphology of the interfaces. In contrast to LO-phonon, interface
roughness (IR) scattering does not depend on the temperature.
As a result, efficiency of interface roughness scattering mecha-
nism remains constant with increasing temperature, while the ef-
ficiency of LO-phonon scattering is reduced due to their higher
absorption [27].

The purpose of the present paper is to give a simple and efficient
program for the numerical solution of the rate equations based
model and analysis of the optical gain in the active region of the
QCL in magnetic field. An easy-to-use MATLAB R⃝ user interface is
provided. In order to find an optimal design of the structure for
operation at specific wavelength and temperature, optimization
procedure is provided as well. The procedures for calculation of
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LO-phonon and IR scattering rates are also included both with and
without magnetic field. The electron distribution over the states
of the system is found by solving the full set of rate equations
which describe the transitions between levels, and subsequently
used to determine the optical gain. These results can be easily
calculated by a moderate PC configuration using the MATLAB R⃝

programs provided, due to efficient numerical implementation.
This is important, since the number of levels involved is inversely
proportional to the applied magnetic field.

In Section 2, we present a theoretical description of QCL active
region and introduce models for LO-phonon and IR scattering
rate with and without the presence of an external magnetic field.
The rate equations which describe the population change of each
Landau level are presented as well. The stationary solution of these
equations allows for evaluating the population inversion and the
resulting optical gain. In Section 3 we present a description of
the MATLAB R⃝ program, an explanation about inputs and how to
use the graphical user interface. In Section 4, we demonstrate
the program features by calculating the optimal QCL active region
parameters at different wavelengths. The calculations are also
presented for the scattering rates and the total relaxation rate
from the upper laser state, for a wide range of magnetic fields
(3–60 T) and two temperatures T = 77 and 300 K. By using the
calculated scattering rates as input data, rate equations are solved
and population inversion and the optical gain are obtained. For
both the population inversion and the gain, interface roughness
scattering is shown to have a significant influence in terms of
reducing the predictedmagnitude, especially at low temperatures.
Finally, in Section 5 we present a brief summary of our work.

2. Theoretical considerations

The active region of the QCL structure under consideration
comprises three coupled quantum wells (QWs) biased by an
external electric field E⃗. In the absence of the magnetic field this
systemhas three energy states, i.e., subbands (n = 1, 2, 3), and the
laser transition occurs between subbands n = 3 and n = 2. This
active region is surrounded by suitable emitter/collector regions
in the form of superlattices, designed as Bragg reflectors, which
inject electrons into state n = 3 on one side, and allow for rapid
extraction of carriers from the lowest subband n = 1, on the other
side. The energydifference between E2 and E1 shouldmatch the LO-
phonon energy in order to ensure fast depopulation via LO-phonon
scattering andmaintain a short lifetime for the lower laser level. In
addition, we introduce in our calculations the interface roughness
scattering as an additional non-radiative relaxation mechanism.

In the absence of an external magnetic field, the electronic sub-
bands have a free particle-like energy dispersion in the direction
parallel to the QW planes En + h̄2 k2

∥
/2m∥n(En), where m∥n(En) is

the energy-dependent in-plane wave vector. However, when this
structure is subjected to a strongmagnetic fieldB in the z-direction,
continuous subbands transform into series of individual (strictly
discrete) states, the total energies of which are [7] En,l ≈ En + (l +
1/2)h̄ωcn where l = 0, 1, 2, . . . is the Landau index, En ≡ En(k∥ =

0), the term (l + 1/2)h̄ωcn originates from the in-plane kinetic en-
ergy part of the subband, and ωcn = eB/m∥n is the corresponding
cyclotron frequency. The values of Bwhich give rise to resonant LO-
phonon emission are found by solving the equation E3,0 − En,l =

h̄ωLO where n = 1, 2, while h̄ωLO is the LO-phonon energy.
According to [8,20], to account for the variations of the well

widths, a Gaussian probability density is introduced:

Π(Li) =
1

σ
√
2π

e−(Li−Li0)2/2σ 2
(1)

for the ith well width Li, i = 1, 2, 3. In order to keep the results as
analytical as possible, we assume that around a mean value Li0 the
energy difference varies linearly with Li, i.e.

Eni,li(Li) − Enf ,lf (Li) ≈ Eni,li(Li0) − Enf ,lf (Li0) − γ (Li − Li0) (2)

with the factor γ taken the same for all Landau levels, according
to [8,20].

By introducing Eqs. (1) and (2) into the Fermi golden rule, we
obtain the following function:

J s =


∞

−∞

Π(Li)δ[Eni,li − Enf ,lf − ∆Es]dLi

=
1

δ
√
2π

e−(Eni,li−Enf ,lf −∆Es)2/2δ2 , (3)

where δ = σγ is the width of the Gaussian distribution of energy
difference Eni −Enf +(liωcni

− lf ωcnf
)h̄+ h̄(ωcni

−ωcnf
)/2−∆Es, and

s denotes the scattering mechanism (electron–LO-phonon scatter-
ing (LO) or interface roughness (IR) scattering). In our notation
∆ELO = h̄ωLO and ∆EIR = 0. The terms En,l represent the total
energies of Landau levels and a more detailed explanation of their
calculation will be provided in the continuation of this section (see
Eq. (19)).

The material parameters for GaAs used in the calculation are
mGaAs = 0.067m0 and for AlAs mAlAs = 0.15m0 (m0 is the free
electron mass), effective mass in AlxGa1−xAs is m = xmAlAs +

(1 − x)mGaAs. The dielectric permittivities used in the numerical
calculations are ϵ∞ = 10.67, ϵs = 12.51 and δ = 6 meV.

2.1. Electron–LO-phonon scattering in magnetic field

The electron–LO-phonon scattering rates for phonon emission
between the initial state Eni,li and the final state Enf ,lf may be found
from

1
τ LO
(ni,li)→(nf ,lf )

=
2π
h̄


q⃗

|⟨nf , lf , kxf , nq + 1|Ĥe–ph(q⃗)|ni, li, kxi , nq⟩|
2JLO. (4)

In this expression, electron–LO-phonon Hamiltonian Ĥe–ph(q⃗) is
the sum of the interaction Hamiltonians with each phonon mode
defined by its 3D wave vector q⃗, see [20], and kxi and kxf are the
initial and the final state wave vector components, respectively.
From the previous equation one obtains the following analytical
expression for the scattering rate:

1

τ
LO,e
(ni,li)→(nf ,lf )

=
e2ωLO

4ϵ0


1

ϵ∞

−
1
ϵs


×

1

δ
√
2π

e−(Eni,li−Enf ,lf −h̄ωLO)2/2δ2
(nq + 1)

×


∞

0
|F(q∥)|

2G(q∥)dq∥, (5)

where ϵ∞ and ϵs are the static and the high-frequency relative
dielectric constant, respectively, ϵ0 is the vacuum dielectric
permittivity and nq = [exp(h̄ωLO/kBT )− 1]−1 is the mean number
of LO-phonons. Furthermore, q∥ is the in-plane component of the
phonon wave vector q⃗ = (qz, q∥) and F(q∥) is the lateral overlap
integral

|F(q∥, li, lf )|2 = e−(q2
∥
/2β2) li!

lf !


q2
∥

2β

lf −li 
L
lf −li
li


q2
∥

2β

2

, (6)

where β =
√
eB/h̄ is the magnetic length and Lkm(x) represents

the associate Laguerre polynomial [28]. Finally,G(q∥) stands for the
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form factor given by

G(q∥) =

 
η∗

i (z)ηf (z)ηi(z ′)η∗

f (z
′)e−q∥|z−z′|dzdz ′, (7)

where ηi and ηf denote the z-dependent parts of the electronic
wave functions. The electron–LO-phonon scattering rate for
phonon absorption [29] is

1

τ
LO,{a}
(nf ,lf )→(ni,li)

=
1

τ
LO,{e}
(ni,li)→(nf ,lf )

1
eh̄ωLO/kT

. (8)

Phonon absorption is significant at room temperature (T = 300 K)
and it almost vanishes at low temperatures (T = 77 K).

2.2. Electron–LO-phonon scattering without the magnetic field

When the magnetic field is not present, the electron–LO-
phonon scattering rate may be evaluated from

1
τ LO
if (B = 0)

=
2π
h̄


q⃗

⟨nf , k⃗f , nq

+ 1|Ĥe–ph(q⃗)|ni, k⃗i, nq⟩

2 JLO. (9)

The Hamiltonian Ĥe–ph is in this case the sum of interaction
Hamiltonians with each phonon mode defined by its 3D wave
vector q⃗, see [30], and k⃗i and k⃗f are the initial and the final state
in-plane wave vectors, respectively. From the previous equation
one obtains the following expression for the scattering rate in the
absence of magnetic field:

1
τ LO
if (B = 0)

=
e2ωLOm
4π h̄2 ϵ0


1

ϵ∞

−
1
ϵs


(nq + 1)

 π

0

G(q∥)

q∥

dθ, (10)

whereG(q∥) and q∥ are the form factor and the in-plane component
of phonon wave vector, respectively. The form factor is already
defined in Eq. (7) and q2

∥
= 2m(Ei − Ef − h̄ωLO)/ h̄2.

2.3. IR scattering in magnetic field

We use the model for interface roughness scattering proposed
by Leuliet et al., cf. [8]. This model assumes the in-plane terasse-
like surface defects, as explained in [31]. In order to evaluate
the interface roughness scattering rate, we introduce spatial
distribution of roughness which follows the Gaussian correlation
function [8,32–34,29]:

⟨∆(r⃗)∆(r⃗ ′)⟩ = ∆2e−|r⃗−r⃗ ′|2/Λ2
, (11)

with ∆ being the mean height of the roughness and Λ the corre-
lation length. We also introduce the corresponding perturbation
Hamiltonian [8],

ĤIR = U0δ(z − zi)∆(x, y), (12)

where U0 is the barrier height at interface position zi.
The electron-interface roughness scattering rate can be calcu-

lated from the following expression:
1

τ IR
(ni,li)→(nf ,lf )

(zi)



=
2π
h̄


kxi ,kxf


|nf , lf , kxf |ĤIR|ni, li, kxi |

2


J IR. (13)

In the above expression, the averaging is performed over space
(as follows from Eq. (11)), and over the initial state wave vector
component kxi :

1
τ IR
ni,li→nf ,lf

=

√
2

h̄δ
e−

(Eni,li−Enf ,lf )2

2δ2 × |Fif |2∆2Λα

×


+∞

−∞

e
−

∆k2x
2


2+Λ2β2

2β2


ζ (∆kx)d(∆kx). (14)

Here, ∆kx = kxi − kxf , Fif = U0η
∗

i (zi)ηf (zi) and α = β2/

(π lf !li!2lf +li). The form factor ζ (∆kx) is given by:

ζ (∆kx) =

 
exp


−β2

[t2 + (t − ω)2] −
ω2

Λ2


×Hli


βt −

∆kx
2β


Hli


β(t − ω) −

∆kx
2β


×Hlf


βt +

∆kx
2β


Hlf


β(t − ω) +

∆kx
2β


dtdw (15)

and Hj is the Hermite polynomial of order j.

2.4. IR scattering without magnetic field

The electron-interface roughness scattering rate can be calcu-
lated from the following expression:

1
τ IR
ni→nf

(zi)


=

2π
h̄


k⃗i,k⃗f


|nf , k⃗f |ĤIR|ni, k⃗i|2


J IR. (16)

The Hamiltonian ĤIR is the same as in the case with magnetic
field, i.e., Eq. (12). The averaging is performed over space, and over
amplitude of the initial ki and the final kf state wavevector. The
following expression for IR scattering rate without magnetic field
is obtained:

1
τ IR
if (B = 0)


=

√
2π
h̄δ

e−
(∆Eif )

2

2δ2
1
4
|Fif |2(∆Λ)2

×


+∞

0
e
−

h̄4

4m2
2δ2

x2−

Λ2
4 −

h̄2
m ∆Eif
2δ2

x

dx. (17)

2.5. Rate equations and optical gain

Using previous expressions obtained for the scattering rates
in the presence/absence of magnetic field, we can write the
expression for the total scattering rate of the system as

1
τ

=
1

τ LO
+


zi


1
τ IR

(zi)

. (18)

Finally, if one wants to compare the effects of electron–LO-phonon
scattering and electron-interface roughness scattering, two things
can be noted: (1) due to the nature of electron-interface roughness
interactions, scattering rates for transition from lower to upper
and from upper to lower energy level are equal. (2) the LO-phonon
scattering has maximum influence when the energy difference be-
tween two states is close to phonon energy, ∆ELO = h̄ωLO; on the
other hand, the effects of interface roughness are maximal when
the energy difference approaches zero. Therefore, the two mecha-
nisms of scatterings are complementary.

When the magnetic field B is applied, continuous subbands En
transform into discrete Landau levels. The expression for energies
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En,l is given by Ekenberg as [36]

En,l = En + (l + 1/2)
h̄eB
m∥n

+ [(8l2 + 8l + 5)⟨α0⟩

+ (l2 + l + 1)⟨β0⟩]
e2B2

2 h̄2 . (19)

In Eq. (19), m∥n represents the parallel effective mass of the nth
subband in the absence of the magnetic field [36], while α0 and β0
are the nonparabolicity parameters. The optical gain corresponds
to transitions (3, l) → (2, l) and is given by [25,35]

g3→2 =
2e2π2

n̄ϵ0

d23→2

λ


l

δ(E3,l − E2,l − h̄ω)(N3,l − N2,l), (20)

where n̄ is the material refractive index, λ and ω denote the
wavelength and the frequency of the emitted light, respectively,
while N3,l − N2,l represents the degree of population inversion.
The Dirac function in the above equation is replaced in numeri-
cal calculations by a Lorentzian with the linewidth parameter Γ =

4.25 meV [37], δ(E3,l − E2,l − h̄ω) →
1
π

Γ

[E3,l−E2,l−h̄ω]2+Γ 2 . The en-
ergy difference between states is dependent on the Landau index
l, E3,l − E2,l ≈ E3 − E2 + (l + 1/2)h̄eB


1

m∥3
−

1
m∥2


. Therefore, the

Dirac function (i.e. the Lorentzian) cannot be put in front of sum-
mation in Eq. (20). The transition matrix element is calculated as
d3→2 =


η∗

3(z)zη2(z)dz, where the wavefunctions ηn are found
by solving the Schrödinger equation in the form [36]

d2

dz2
α0

d2ηn

dz2
−

h̄2

2
d
dz

1
m

dηn

dz
+ U(z)ηn = Enηn. (21)

Here,m represents the effectivemass at the conduction-bandmin-
imum.

To calculate the optical gainwe need to find the inverse popula-
tion which is the solution of a nonlinear system of rate equations:

Ni


j≠i

f̄j
τi→j

− f̄i

j≠i

Nj

τj→i
+

Ji
e

= 0, (22)

where indices i, j = 1, 2, . . . denote the electronic states sorted by
energy and

f̄i = 1 −
π h̄
eB

Ni (23)

is the probability that the state i is not occupied according to
the Fermi–Dirac distribution. The electrons arrive in the active re-
gion by a constant current, and they are injected only into a lim-
ited number of Landau levels of the excited laser state, i.e. levels
(3, 0), . . . , (3, l3,max). The injection current can be represented as
a sum of all currents Ji which inject electrons into levels (3, l3),
and in a similar manner, the extraction current can be expressed
as a sum of all currents Ji which extract the electrons from levels
(1, l1). The energy values of maximal Landau levels for each sub-
band described by l1,max, l2,max and l3,max, are taken in this work to
be roughly E3,0+5kBT and it is reasonable to assume that the levels
above are almost empty, cf. [25].

In the absence of an external magnetic field, the electronic
subbands have free particle-like energy dispersion in the direction
parallel to the QW planes, which in the parabolic approximation
reads as E∥ = h̄2 k2

∥
/2m∗, where m∗ is the effective mass and k∥ is

the in-plane wave vector. The non-radiative lifetime for the state
|3, k∥⟩ is limited by the electron–LO-phonon scattering into the
two lower subbands of the active region, and the optical gain may
be described by the following expression:

g3,2 =
e2ω
2n̄ϵ0c


+∞

0
F3,2|d3,2|2δ(E3 − E2 − h̄ω)d(k2

∥
), (24)
where ϵ0 is the vacuum dielectric permittivity, c is the speed
of light in vacuum, h̄ω is the photon energy, F3,2 stands for the
difference of Fermi–Dirac functions for the initial and the final
state, while di,f = ⟨ηi|z|ηf ⟩ is the transitionmatrix element, and ηi
and ηf denote the z-dependent parts of the wave functions.

2.6. Optimization procedure of the QCL active region

In order to optimize the laser performance at selected wave-
length, one must consider the entire free-parameters space and
this type of search is best performed by some established method
for global optimization, such as simulated annealing algorithm [38]
employed in this work. This algorithm belongs to the class of
stochastic global optimization methods and uses the Metropolis
function for the acceptance probability. The annealing algorithm in
each step randomly generates new configurations and calculates a
fitness function value. Any downhill step is automatically accepted
while an uphill step may be accepted according to the Metropolis
criteria. The algorithm starts initially with annealing control pa-
rameter set to a high value, and as the annealing proceeds, the
value of annealing control parameter declines. In this way, the
system is expected to wander initially towards a broad region of
the active parameter space containing good solutions and then the
search towards minimum is narrowed down. One of the most im-
portant phases in the implementation of any simulated annealing
algorithm is the selection of a formal fitness function,which should
be defined to encompass the goals of optimization. Here, the objec-
tive is to optimize the optical gain at selected wavelength, hence
the fitness function is taken in the following form [11]

F = −
g(B = 0)

E3−E2
h̄ω − 1

2
+ Θ2

 
E2−E1
h̄ωLO

− 1
2

+ Θ2

 , (25)

where the term in the denominator favors achieving specified
emission wavelength (i.e. photon energy h̄ω) and the LO-phonon
resonance. In addition,Θ is a nonzero constant, which ensures that
F is strongly driven towards resonance in the course of optimiza-
tion, while remaining finite at the exact resonance, and g(B = 0)
is the optical gain in the absence of the magnetic field, given by
Eq. (24). In numerical calculation, the optical gain can be expressed
via the gain coefficient g∗

= (1 − τ21/τ32)τ3d232, where τ21 and τ32
are the scattering times and τ3 is the upper laser level lifetime.

3. Program usage

In this section we provide instructions on how to operate the
QCL program with a user-friendly graphical user interface (GUI)
which was developed using MATLAB R⃝. The QCL GUI enables the
end user to easilymanipulate the active region parameters, set and
run simulations. Themainm-file for running the program isQCL.m.
The GUI has been designed so as to meet the following functions:

• The user can define her/his own input parameters, and to save
them if desired. The user is able to choose only the input values
within the allowed parameter range, see Table 1.

• The user is able to perform a search for the optimal QCL param-
eters for a given wavelength and temperature and to save the
obtained values.

• The user is able to specify the range of magnetic field and visu-
alize/save laser output properties in the presence of an external
magnetic field.

Fig. 1 shows the graphical user interface. The window is basi-
cally divided into four panels. These panels are described in detail
below.
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Table 1
Summary of the input parameters and allowed range of values.

Parameter Description Minimum value Maximum value

λ Wavelength (µm) 5 15
T Temperature (K) 1 350
∆ IR scattering parameter (Å) 0 2
Λ IR scattering parameter (Å) 0 200
X Coefficient of AlXGa1−XAs alloy composite 0.01 0.4
E Electric field (kV/m) 3000 5000
well(1) 1st well width (Å) 8a 60
barrier(1) 1st barrier width (Å) 8a 60
well(2) 2nd well width (Å) 8a 60
barrier(2) 2nd barrier width (Å) 8a 60
well(3) 3rd well width (Å) 8a 60
Bmin Lower endpoint of range of magnetic field (T) 3 60
Bmax Upper endpoint of range of magnetic field (T) 3 60
dB Step size for calculations in magnetic field (T) / /
a If the system has two wells, one of the well or barrier widths is set to zero value, and other layer widths are in the range 8–60 Å.
Fig. 1. QCL main window.
On the Parameters panel, there are three sub-panels. In the
first two sub-panels, the input parameters are defined only by
the user. In case of input entrance outside the allowed range (see
Table 1), the parameter is automatically set to the closest allowed
value or to NaN value (for example in case of text input). It is
useful to note that if one of the IR parameters is chosen to be
zero, the interface roughness scattering influence on the operation
of QCL will not be considered. In the third QCL parameters sub-
panel, the user has two options: (i) s/he can define the parame-
ters manually, or (ii) s/he can optimize the laser performance at
selected wavelength and temperature in the absence of magnetic
field. If the optimization is selected, the ‘Run’ button will be en-
abled and after a click on this button alloy composition coefficient,
electric field and layer widths lying in the appropriate range will
be computed automatically using the simulated annealing algo-
rithm. When the optimization is completed, calculated values will
be entered in their boxes and the user will not be able to modify
these parameters. If s/he wants to modify or delete them, s/he has
to select ‘Enter manually’ from the popup menu. The user can save
the parameters. The ‘Save’ button is used for all input parameters
of the Parameters panel. The input parameters are summarized in
Table 1.

Once the QCL parameters are specified by using one of the
above-mentioned ways, the user can calculate the scattering rates,
the total relaxation rate, population inversion and the optical gain
for a wide range of magnetic fields. On the Magnetic field panel,
after defining the range of magnetic field, the user must click on
the ‘Run’ button to analyze QCL dynamics when it is subjected to a
magnetic field. After calculating QCL properties in magnetic field,
the user can visualize results by clicking the appropriate button in
the Plot results panel. Graphics appear in the central panel. The user
can plot the active region of QCL, the total electron relaxation rate,
the ratio of the total areal densities or the optical gain. There are
options to plot a single graphic or to plot all the graphics together.
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Table 2
Functions used for the optimization of QCL active region parameters.

Program Description

QCLparam_opt.m Finding optimal QCL parameters for given wavelength
using annealing algorithm
calls: fitness_fun.m, anneal.m

fitness_fun.m Fitness function, function to be optimized (Eq. (25))
inputs: QCL parameters for optimization
calls: QCLgain_opt.m

QCLgain_opt.m Finding optical gain i.e. gain coefficient in the absence of
the magnetic field (Eq. (24))
inputs: QCL parameters for optimization, wave functions,
energy eigenvalues
calls: WLO_opt.m, WIR_opt.m

WLO_opt.m Finding LO-phonon scattering rate at zero magnetic field
(Eq. (10))
inputs: wave functions, energy eigenvalues, temperature

WIR_opt.m Finding IR scattering rate at zero magnetic field (Eq. (17))
inputs: energy eigenvalues, IR scattering parameters,
width of the Gaussian distribution

anneal.m Simulated annealing optimization method
inputs: fitness function, initial values of parameters to be
optimized

These graphics can be saved in the form of a picture file (.tif) by
using the ‘Save’ button.

The ‘Close’ button on the right side of the GUI is a general button
that closes the program and clears any temporary information.

4. Running the program and examples

In the following examples, applications of QCL program are
presented. We illustrate how the program can be used to obtain
(i) a gain-maximized structure and (ii) laser output properties in
magnetic field.

4.1. Optimization of the QCL active region parameters

The first test run is concerned with the optimization of QCL
active region parameters, described in the Section 2, by means
of the simulated annealing algorithm. Here, we demonstrate the
optimization of QCL active region parameters at two wavelengths
λ = 10 µm and λ = 11 µm.

An overview of the principal functions used for optimization
is given in Table 2. The principal script is QCLparam_opt.m. The
parametersmGaAs andmAlAs are defined in param1.m. The dielectric
permittivities used in numerical calculations ϵ∞, ϵs and the width
δ are defined in phyconst.m. Nonparabolicity parameters α1 and β1
are defined in param2.m.

Starting from the predefined initial values of active region pa-
rameters, we minimize the fitness function given by Eq. (25) using
the simulated annealing algorithm [38]. The optimization time on
Intel 3 GHz processor is about 2 × 104 s. The QCL configurations
with corresponding wave functions squared, obtained using the
optimization algorithm, are given in Fig. 2(a) and (b). The structural
parameters for the QCL active region for λ = 10 µm are 25, 30, 59,
12 and 59 Å (for thewell and the barrierwidths, respectively, going
from left to right) and the applied electric field in the z direction is
E = 3581 kV/m. The obtained Al mole fraction is X = 0.4, so the
structuremay be realized by GaAs/Al0.4Ga0.6As. Another optimiza-
tion is performed for λ = 11 µm, and the optimization procedure
has delivered a structure with the following layer widths: 26, 23,
58, 12, 51 Å. The applied electric field is E = 4600 kV/m and Al
mole fraction X = 0.37.
Table 3
Functions used for calculation of the output characteristics of QCL in the magnetic
field.

Program Description

main1.m Finding subband positions at zero magnetic field and
corresponding wave functions
calls: phyconst.m, param1.m, shooting.m

main2.m Finding scattering rates, the total relaxation rates,
population inversion and the optical gain in the presence of
an intense external magnetic field
calls: phyconst.m, param1.m, param2.m, dipol.m, GQP.m,
Ekenberg.m, WLO.m, WIR.m, iterrateequ.m, gainQCL.m

shooting.m Shooting method for the Schrödinger equation
inputs: energy eigenvalue

dipol.m Calculation of dipole (transition matrix) element
inputs: wave functions, energy eigenvalues, parallel masses

GQP.m Calculation of form factor
inputs: wave functions, in-plane component of the phonon
wave vector

Ekenberg.m Energies given by Ekenberg (Eq. (19))
inputs: energy eigenvalue, parallel mass, magnetic field

WLO.m Finding LO-phonon scattering rate (Eq. (5))
inputs: energy eigenvalues, form factor, in-plane component
of the phonon wave vector, magnetic field, temperature,
width of the Gaussian distribution

WIR.m Finding IR scattering rate (Eq. (14))
inputs: energy eigenvalues, magnetic field, IR scattering
parameters, width of the Gaussian distribution

iterrateequ.m Calculation of inverse population which is obtained from the
solution of a nonlinear system of rate equations (Eq. (22))
inputs: scattering rate, distribution of current, magnetic field

gainQCL.m Calculation of the optical gain (Eq. (20))
inputs: energy eigenvalues, inverse population, dipole
element

4.2. Output characteristics of QCL in magnetic field

This section presents calculations of the output characteristics
of QCL in the presence of an externalmagnetic field. The aim of this
example is to demonstrate how the optical gain, resulting from the
combined action of LO-phonon and IR scattering mechanisms, is
influenced by varying the magnetic field strength. The overview of
the scripts and functions is given in Table 3.

Each run has a set of unique parameters associated with it, in-
cluding wavelength, temperature, IR scattering parameters, the al-
loy composition coefficient, electric field and layer widths. In the
first calculation, we use parameters previously obtained by opti-
mization at λ = 10 µm. In Fig. 3(a) and (b) the relaxation rates
for the low temperatures (T = 77 K) and the room temperature
(T = 300 K) are shown, respectively. The first bottleneck of simu-
lation is calculation of the form factor, cf. Eq. (7). This takes roughly
3× 103 s at 3 GHz processor. After that, relaxation rates are calcu-
lated for every energy level within subbands. Since the number of
levels is inversely proportional to the applied magnetic field and
three subbands are involved, the calculation time decreases as B−2

with magnetic field. Calculation time at B = 10 T on Intel 3 GHz
processor is about 600 s. Oscillations of the relaxation rate with B
are very pronounced, and very prominent peaks are found at val-
ues of themagnetic fieldwhich satisfy the resonance conditions for
LO-phonon emission. If the relaxation rates due to interface rough-
ness and LO-phonon scattering are compared, one can see that the
local relaxation rate maxima are of the same order of magnitude
and not correlated with respect to the applied magnetic field. This
is due to the fact that interface roughness scattering has the largest
influence when the energy difference between states is diminish-
ing. In contrast, for LO-phonon scattering, when the arrangement
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(a) λ = 10 µm. (b) λ = 11 µm.

Fig. 2. (a) The active region of QCL, optimized for emission at λ = 10 µm. (b) The active region of QCL, optimized for emission at λ = 11 µm.
(a) T = 77 K. (b) T = 300 K.

Fig. 3. The total electron relaxation rate due to the electron LO-phonon scattering and interface roughness scattering for transitions from the ground laser level of the third
subband into the two sets of Landau levels of the lower subbands, for the magnetic fields in the range of B = 3–60 T and at temperature (a) T = 77 K and (b) T = 300 K. The
QCL active region parameters used are obtained by optimization at λ = 10 µm. The IR scattering parameters used in calculation are ∆ = 60 Å and Λ = 1.5 Å.
(a) T = 77 K. (b) T = 300 K.

Fig. 4. The ratio of the total electron areal densities due to the electron LO-phonon and interface roughness scattering, in the ground laser levels of the third and the second
subband,for the magnetic fields in the range of B = 3–60 T and at temperature (a) T = 77 K and (b) T = 300 K. The QCL active region parameters used are obtained by
optimization at λ = 10 µm. The IR scattering parameters used in calculation are ∆ = 60 Å and Λ = 1.5 Å.
of laser levels is such that there is a level situated at h̄ωLO below the
state (3, 0), this type of scattering is enhanced. One can also see
that the peaks at magnetic fields B < 20 T are a result of combined
action of two scattering mechanisms. Assuming a constant current
injection, themodulation of lifetimes of all the states in the system
results in either suppression or an enhancement of population in-
version between states (3, 0) and (2, 0), see Fig. 4(a) and (b).

In Fig. 5, the optical gain is shown at three wavelengths λ = 9,
10, and 11 µm. The QCL active region parameters are obtained by
optimization at λ = 10 µm. One can observe significant changes
in the magnitude of the optical gain, but at the same time, the
gain as a function of magnetic field looks qualitatively similar
for different (close by) wavelengths. The difference in magnitude
of the gain is about one order of magnitude between resonant
wavelength λ = 10 µm and other two wavelengths λ = 9,
11 µm. Finally, we should note that the QCL operating in the mid-
IR spectral range was chosen to demonstrate our simulation code
since experimental data were readily available [6].
Fig. 5. The optical gain (per unit injection current) as a function of the applied
magnetic field in the range B = 3–60 T, at temperature T = 77 K.
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5. Conclusion

MATLAB R⃝-based program is introduced, which solves the
rate equations-based model and analyzes the optical gain in
the active region of a QCL in magnetic field perpendicular to
the layers of the structure. The scattering on both LO-phonons
and interface roughness is included in modeling. Magnetic field
alters the number of relevant in-plane electronic levels and the
corresponding relaxation rates between them, by positioning some
states on or off resonance with the upper laser level. Scattering
effects are also important for relaxation of electrons from the
second level to the first (ground) level. While interface roughness
relaxation has maximal effects when the energy difference
between levels is negligible, the LO-phonon scattering is enhanced
if energy difference is close to resonant phonon energy. It is evident
from the obtained numerical results that the inclusion of interface
roughness scattering does not introduce additional (strong) peaks
of inverse population and optical gain with varying magnetic field,
it mainly affects their magnitude. The work aims to distribute
an open source program which can be easily understood, used
for efficient modeling and understanding of QCL operation and/or
straightforwardly modified for the THz spectral range.
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In this paper, we are exploring strategies for the reduction of the congestion in the complex
networks. The nodes without buffers are considered, so, if the congestion occurs, the
information packets will be dropped. The focus is on the efficient routing. The routing
strategies are compared using two generic models, i.e., Barabàsi–Albert scale-free network
and scale-free network on lattice, and the academic router networks of theNetherlands and
France. We propose a dynamic deflection routing algorithm which automatically extends
path of the packet before it arrives at congested node. The simulation results indicate
that the dynamic routing strategy can further reduce the number of dropped packets in
a combination with the efficient path routing proposed by Yan et al. [5].

© 2013 Elsevier B.V. All rights reserved.

1. Introduction

Complex networks are important for the functioning of the modern society. To ensure a free, uncongested traffic flow on
the complex networks is of great interest. Intuitively, the traffic congestion could be largely reduced or completely avoided
with a very large average degree of connectivity and/or node capacity for information packet delivery. The capacity of nodes
to deliver information cannot be infinite. Also, upgrading the infrastructure is often not economically feasible [1,2]. The
performance of the communication systems can be improved by implementing the more appropriate routing protocols
without changing the underlying network structure [3–17], which ismore realizable in the practice. Suchwork presents two
problems. The first is finding out the optimal strategies for the traffic routing on a defined network structure. The second
problem is finding a procedure to draw general conclusions about performance of routing strategies due to the variation of
the real network topologies. The increasing speed of the network interfaces raises an important question concerning the size
of buffers, complexity and cost. A considerable research effort is currently under way in an attempt to resolve compromise
between buffer latency and complexity on one side and capacity on the other [18–25]. In the previous studies, the node
buffer size in the traffic-flow model is set as infinite [3–16]. Our intention is to produce a relatively simple methodology
for evaluating routing strategies in networks with limited buffering capability or without optical buffers. This should be
important for the optical networks with either large volumes of the information traffic or without buffering capacity.

A number of network models are introduced in the past two decades [26,27]. A particular class of models is dedicated to
networks embedded in the space [28]. Here we are interested in evaluating the models for representation of the spatially
constrained networks, both in terms of distance between nodes and the extent of the network. We are interested in
information flow optimization in small networks. Small networks should represent bulk of telecommunication networks
or other dedicated information networks, e.g., regional optical backbones and academic networks. As examples of the real-
world networks, we analyze the national research and educational networks (NRENs) of the Netherlands [29], France [30],
Norway [31] and Spain [32] and compare them with Barabàsi–Albert scale-free network and scale-free network on lattice.
The system size dependence of topological characteristics of the scale-free network on lattice is also analyzed.
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Fig. 1. Topological characteristics: (a) degree distribution; (b) length of path probability density function for NRENs of the Netherlands (N = 59), France
(N = 63), Norway (N = 58) and Spain (N = 53) and generic network models: BA scale-free network (N = 64, m = 2) and scale-free network on lattice
(N = 64, λ = 2).

In this work, three routing strategies are implemented and evaluated: the shortest path routing, efficient path routing
and dynamic deflection routing. The shortest path routing is widely used routing strategy in praxis (by ‘‘shortest’’ we mean
the path with the smallest number of links) [33]. However, in the shortest path routing strategy load distribution is not
homogeneous. Themajority of the shortest paths pass through the nodes that are highly connected, while other nodes carry
much less traffic [34]. Yan et al. [5] presented an approach to redistribute traffic load in highly connected nodes to other
nodes using link weight. An improvement is achieved through a targeted traffic redistribution from the most congested
nodes. As result the congestion is reduced at the expense of a slight increase of the total path length and traffic. We compare
this routing strategy with a dynamic routing strategy. The dynamic routing strategy improves the control of the congestion
in the heavily loaded nodes by dynamically returning packet one step back. In this way, the dynamic strategy uses the
redundant capacity of the links in network to temporarily store information, until congested node capacity is free. Further,
we test a possibility of combining dynamic and static routing strategies. In order to check how different routing strategies
behave in the larger networks, we have evaluated information loss dependence on packet generation rate and network size
in case of the scale-free network on lattices.

The paper is organized as follows: in Section 2 we introduce the generic scale-free model and the scale-free model on
lattice and compare their network characteristics with the national research and educational networks (NRENs) of the
Netherlands, France, Norway and Spain. Furthermore, the characteristics of the scale-free model on lattice for different
system sizes are considered. In Section 3, the information flowmodel and ameasure of system performance are introduced.
The static and dynamic routing strategies are described in Section 4 and their performance is analyzed in Section 5.

2. Network models

In this work, we compare topological network characteristics of Barabàsi–Albert scale-free model [26], the scale-free
model on lattice [28] and the national research and educational networks (NRENs) of the Netherlands, France, Norway
and Spain. Barabàsi and Albert observed an existence of a high degree of self-organization characterizing the large-scale
properties of complex networks [26]. They have introduced a model of the scale-free networks with two key elements:
probability that a new node connects to the existing nodes is not uniform and there is a higher probability that it will
be linked to a node that already has a large number of connections. Thus, Barabàsi–Albert (BA) scale-free network model is
formed in a series of steps in which new nodes are incorporated into the network. Algorithm is starting with a small number
(N0) of nodes, and at every time step new nodes with m connections are added. To incorporate preferential attachment,
the model assumes that the probability of the new connection with the node i depends on its connectivity ki and equals
P(ki) = ki/


kj. After a few algorithm steps, distribution of number of links per node takes scale-free form P(k) ∼ k−λ.

In this work, for N0 = 3 and m = 2, n = 61 algorithm steps are preformed. Obtained network consists of N = 64 nodes
with λ = 2. The obtained network degree distribution corresponds well to the NRENs; cf. Fig. 1(a). The number of nodes in
different NRENs is in the case of the Netherlands N = 59, France N = 63, Norway N = 58 and Spain N = 53.

However, the real-life networks are embedded into the geographical space and constrained by the cost of the links
between the nodes. In the scale-freemodel on lattice (cf. [28]) the algorithm startswith a set of nodes that are identifiedwith
the set of lattice vertices in an M × M square. The lattice distance between two nodes is defined as the minimal number of
‘‘lattice steps’’ separating them in the regular lattice. In this model, network nodes are randomly assigned with the number
of links (k) according to scale-free distribution P(k) = Ak−λ,m ≤ k < K and connected to its closest neighbors. Therefore,
exponent λ is a model parameter. We set λ = 2, as obtained from the connectivity distribution of NRENs; cf. Fig. 1(a). The
choice of model parameter λ is also in accordance with the distribution of the number of links per node obtained with BA
model. Normalization constant is A ≈ (λ − 1)mλ−1.
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Fig. 2. Distribution of normalized node betweenness for NRENs of the Netherlands (N = 59, ⟨d⟩ = 4.54), France (N = 63, ⟨d⟩ = 4.08), Norway (N =

58, ⟨d⟩ = 4.06) and Spain (N = 53, ⟨d⟩ = 5.08) and generic network models: BA scale-free network (N = 64,m = 2, ⟨d⟩ = 3.36) and scale-free network
on lattice (N = 64, λ = 2, ⟨d⟩ = 4.59).

At the first glance the most efficient mean to transfer information through the network is along the shortest paths. The
distribution of the shortest path lengths is given in Fig. 1(b). The network diameter D, can be defined as the maximal length
of the shortest path between any two nodes in the network, i.e., D = max{dij}, where length of shortest path from the node
i to the node j is dij. The small network diameter means that packets transmitted through the network, travel from one node
to another quickly along the shortest path. As result the possibility of loss due to the congestion of the transmitting nodes
is reduced. From Fig. 1(b), one can observe that the path length distribution of the BA scale-free network does not match
NRENs well. This is not surprising, since in the BA scale-free model the Euclidean distance between nodes is irrelevant. For
the version of scale-free network on lattice, the model has desirable properties in terms of path lengths. Network diameter
in different NRENs is in the case of the Netherlands D = 11, France D = 11, Norway D = 8 and Spain D = 13. Scale-free
network (BA) generation algorithm generates networks with considerably smaller network diameters D = 6.84. Average
network diameter obtained for scale-free on lattice model is D = 10.81, and compares well with diameters of NRENs.

The quality of the communication of the two non-adjacent nodes, i.e., node j and node k, depends on the nodes belonging
to the paths connecting the nodes j and k. Consequently, a measure of the relevance of a given node for overall network
performance can be obtained by counting the number of geodesics going through it, and defining the so-called node
betweenness. More precisely, the betweenness bi of the node i, sometimes referred to also as load, is defined as [34,35]:

bi =


j,k∈N ,j≠k

njk(i) (1)

where njk(i) is the number of the shortest paths connecting j and k and passing through the node i. Let ⟨d⟩ denote the
average path length of the given networkmeasured according to the shortest path routing rule. The normalized betweenness
distribution for NRENs of the Netherlands, France, Norway and Spain and BA scale-free network and scale-free network on
lattice is shown in Fig. 2. We observe that both models reproduce betweenness characteristics of real networks well.

In Fig. 3 we examine the system-size dependent (N = 64, 256, 1024 and 2500) behavior of the path length and node
betweenness distribution for the scale-free on lattice model. The average path length initially increases fast with the system
size (i.e., for N < 1024). In the larger systems the path length distribution changes little with the system size; cf. N = 1024
and 2500 in Fig. 3(a). The reason for this is existence of one or several nodes with high degree i.e. close to N; cf. Ref. [36].
The average betweenness is roughly proportional to the system size N and the average path length ⟨d⟩ as ⟨bi⟩ ∼ N⟨d⟩. Also,
the maximal value of node betweenness increases roughly with the square of system size N; cf. Ref. [34].

3. Information flow model

In the information flow model all nodes are treated as both hosts and routers. Each node has a predefined maximum
packet routing capacity C and communication channels have an infinite capacity to transmit the packets. If packets arrive
to the node whose routing capacity has been already reached (i.e., congested node), they will be dropped. The dynamics
of the model is as follows. At each time step t , an information packet is created at random node with the probability p.
Therefore p is the control parameter: small values of p correspond to the uncongested (free) flow of packets and high values
of p correspond to the high flow rate of packets. When a new packet is created, a destination node, different from the origin,
is chosen randomly in the network. In this paper, we analyze the case that each node is able to send one packet at each time
step. The travel time T of a packet is defined as the time spent by the packet between its source and destination. Here we do
not take into account the time delay of the information transfer at each node or link, so that all data are delivered in a unit
time, regardless of the distance between any two nodes. Thus, during the following time steps t + 1, t + 2, . . . , t + T , the
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Fig. 3. (a) Length of path probability density function for scale-free network on lattice for various system sizes N . (b) Distribution of normalized
node betweenness for scale-free network on lattice for various system sizes N , where ⟨d⟩ is the average path length (N = 64, 256, 1024, 2500 and
⟨d⟩ = 4.59, 6.38, 8.98, 9.14 respectively).

packet travels towards its destination and the time T is related to the path length. Once the packet reaches the destination
node, it is delivered and disappears from the network.

When the amount of packets is small, the network is able to deliver all packets that are generated. Conversely, when p is
large enough the number of generated packets is larger than the number of packets that the network can manage to solve
and the nodes enter in a state of congestion. The characteristic that measures the system performance is the packet drop
probability η,

η =
Rd

R
(2)

defined as a ratio of the total number of deleted packets Rd and the total number of generated packets R. A high drop
probability indicates that a large percentage of packets cannot reach their destinations. Then, the quality of service is poorer.

4. Routing strategies

4.1. Static routing

Packets can be delivered according to different routing strategies. When static weighted routing strategy is used, packets
choose the routing path with the minimum sum weight of links. For any pair of source and destination node, there may be
several paths with the sameweight between them.We randomly choose one of these paths and put it into the fixed routing
table which is followed by all packets. It has to be assumed that each node has the same capability of delivering packets, that
is, at each time step all the nodes can deliver at most C packets one step towards their destinations according to the fixed
routing table. Here we compare two static routing strategies: (i) the shortest path routing, i.e., the links in the network have
the same weight, wst = 1, where wst is the weight of the link going from s to t . Routing communication along the shortest
paths is of course beneficial for speed, but if there is a limit to the node load and network traffic is heavy, congestion is a
threat to the nodes with the largest betweenness. Obviously, bypassing high-degree nodes, packet will have more chance
to reach its destination. (ii) In the second, efficient path routing strategy, the weight of the link between the nodes s and t is
defined as [5]:

wst =

 ks + kt
min
i≠j

(ki + kj)

β

, (3)

where ki denotes the degree of node i and β is an adjustable parameter. The efficient path between nodes i and j is
corresponding to the route that makes the sum weight of links minimum. As for any pair of source and destination, there
may be several efficient paths between them.We randomly choose one of them and put it into the fixed routing table which
is followed by all the information packets.

In Fig. 4(a), we show the betweenness deviation as a function of β on different scale-free networks. The optimal routing
strategy for generic scale-free network and scale-free network on lattice is corresponding to βopt = 1±0.1, where between-
ness deviation is the smallest. This is also the optimal value for NREN of the Netherlands. The optimal value for French NREN
is higher, i.e., βopt = 1.2 ± 0.1, due to larger betweenness deviation. Obviously β = 0 recovers the shortest path length. In
comparison with the shortest path routing strategy average path length slightly increases with β; cf. Fig. 4(b).
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Fig. 4. (a) Deviation of node betweenness vs. parameter β from Eq. (3) and (b) average path length vs. parameter β for different network models.

4.2. Dynamic routing

In this paper, we also analyze the effectiveness of the dynamic deflection routing strategy. We assume each node has a
knowledge about the load of its neighbors. If a package is about to arrive to a congested node, it will be deflected, i.e., its path
will be dynamically extended. In other words, if we denote a path between nodes i and j as P(i → j) := x0, x1, . . . , xn−1, xn,
where x0 = i and xn = j. The node xm, instead forwarding packet to the congested node xm+1, deflects the packet back to
the node xm−1. In the moment t + 1, the node xm−1 sends the packet to the node xm, and in the moment t + 2 the packet is
sent to the node xm+1. The deflection of the packet is tried only once.

The total number of packets in the network is equal to pN⟨d⟩. Since node betweenness represents the number of paths
going through the node, the probability that a packet in one time step is going through node i is Bi =

bi
N(N−1)⟨d⟩ . Therefore,

the average number of packets going through node i per step is qi = pN⟨d⟩ × Bi = p bi
N−1 . In order to avoid a reduction

of the system performance due to the deflection traffic, we introduce a condition that a node can send packet back only if
qi < 0.5C . The localized congestion events are more likely to occur at the nodes with higher betweenness and that in the
regime when traffic is not heavily congested. We find that it is sufficient to implement the deflection routing only in the
nodes with highest betweenness (about 10% of all nodes). A higher amount of the nodes with deflection routing capability
does not improve significantly the network performance.

5. Simulation results

To compare different routing strategies, we apply previously described routing algorithms and measure packet drop
probability η in the two generic networks and NRENs of France and the Netherlands. As shown in Fig. 5, the scale-free
network on lattice under the shortest path routing strategy reproduces well behavior of both NREN topologies, for both
simulated node transfer capacities C = 2 and 4. We can observe that in the real-world networks and scale-free network on
lattice for p > 0.1 and for node capacity C = 2 more than 40% of generated packets are dropped. Also, when amount of the
traffic in the network is small (p < 0.1), there is a significant amount of loss, i.e., more than 5%. For the higher node transfer
capacity (C = 4) the number of deleted packets significantly decreases and there is almost no packet loss when the network
traffic is small. The BA scale-free network is less prone to the congestion compared to the scale-free network on lattice and
two NRENs, which is expected since this network has a shorter average path length.

Impact of the static and dynamic routing strategies is analyzed in Figs. 6 and 7, respectively. The results confirm that the
static weighted routing using the topological information can greatly improve the traffic flow for small p values (p < 0.1),
in comparison with the shortest path routing mechanism. The static weighted routing method proves to be better for NREN
topologies and scale-free model on lattice. The dynamic routing strategy is better in case of BA scale-free networks due to
shorter paths; cf. Fig. 7. The shorter paths between nodes result in a lower amount of the packages being transferred through
the network at any instance of time compared to other studied networks, allowing for the dynamic deflection algorithm to
be more efficient.

The dynamic and static routing strategies are complementary and can be combined. The system performance for
combined static and dynamic routing and the static routing is compared in Fig. 8. The redistribution of the traffic load
from the most congested nodes enables more efficient dynamic deflection routing. Improvement is in the range of 5%–20%.
In NREN of Netherlands four most congested nodes after path redistribution were in the proximity, and combined effect
of dynamic–static routing strategy is rather weak; cf. Fig. 8(a). On the other hand, the French NREN shows a considerable
improvement due to the larger distance between the most congested nodes; cf. Fig. 8(b). This is the consequence of the
fact that both studied networks are small and the difference in the performance of the routing algorithms is a result of
the variations in the topology. The scale-free model on lattice allows us to evaluate and compare routing strategy on large
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(a) Netherlands. (b) France.

(c) BA scale-free. (d) Scale-free on lattice.

Fig. 5. Packet drop probability η vs. the packet-generating rate p for the shortest path routing algorithm.We have set node transfer capacity C = 2 (circles)
and C = 4 (squares).

(a) Netherlands. (b) France.

(c) BA scale-free. (d) Scale-free on lattice.

Fig. 6. Comparison between packet drop probability η as a function of packet-generating rate p for the shortest path routing and static weighted routing
strategy with βopt (ηopt1). We have set node transfer capacity C = 2 (circles) and C = 4 (squares).

number of artificially generated networks. In this way we obtain information, how whole class of the networks responds to
the routing strategy in average and we observe a considerable improvement in performance; cf. Fig. 8(d).

Until now, we have tested the routing strategies for small networks (with N ≤ 64 nodes). At this point, we want to
show how the static and dynamic strategies behave in the larger networks, i.e., N = 256, 1024, and 2500. In Fig. 9, we
show the relationship between packet drop probability η and network size N under different routing strategies on scale-
free networks on lattice. In the case of the shortest path routing, the results are consistent with our intuition: with the
increase of the system size N the congestion starts at smaller packet generation rates p. In order to understand where the
packet drop first occurs and how congestion develops, we need to look into the properties of the single network nodes.
The probability of information drop (loss) on certain node depends on the number of packets going through it. The average
number of packets going through node i per step is qi = p bi

N−1 and the largest values of node betweenness, bmax, increase
faster then linear with system size; cf. Ref. [34] and Fig. 3(b). Therefore increase of system size N results in the increase
of drop probability. Fig. 9(b) compares the relation of the packet drop probability η vs. packet-generating rate p under the
static weighted routing and the shortest path routingwith different network sizeN . The efficiency of static weighted routing
strategy increases with the system size N . Also, the larger networks compared to very small ones, i.e., N = 64, offer more
possibility to redistribute load and therefore the strategy is more efficient. On the other hand, dynamic routing algorithm
changes alone is less efficient in larger networks; see Fig. 9(c). The reason for this is the existence of the nodes with the large
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(a) Netherlands. (b) France.

(c) BA scale-free. (d) Scale-free on lattice.

Fig. 7. Comparison between packet drop probabilityη as a function of packet-generating rate p for the shortest path routing and dynamic routing algorithm
(ηopt2). We have set node transfer capacity C = 2 (circles) and C = 4 (squares).

(a) Netherlands. (b) France.

(c) BA scale-free. (d) Scale-free on lattice.

Fig. 8. Comparison between packet drop probability η as a function of packet-generating rate p for static weighted routing strategy, βopt (ηopt1) and
combined static and dynamic routing (ηopt1+2). We have set node transfer capacity C = 2 (circles) and C = 4 (squares).

node degree (comparable to the size of the network); cf. Ref. [36]. As result the number of deflected packets increases with
the network size increasing congestion in the surrounding nodes. This problem is alleviated in the combination of the static
weighted and dynamic routing algorithms; cf. Fig. 9(d). Since in this case themost congested nodes are avoided and the load
is more evenly distributed, the dynamic routing can therefore further reduce congestion. We observe that improvement of
network performance due to combined dynamic–static routing strategy is increasing with system size.

6. Conclusions

In summary, we have introduced an information flow model for networks without buffering capacity. We have shown
that scale-free model on lattice reproduces well both topological and information transport characteristics of the small
national research and educational networks of the Netherlands, France, Norway and Spain. In small networks, the point of
the network congestion and amount of information lost strongly depends on the underlying network structure. We have
further described a dynamic deflection routing strategy suitable for the networks without buffers. The proposed strategy
dynamically extends packet path before it reaches a congested node. Simulations on two real world networks and two
generic networks with small diameter confirmed the highest traffic capacity under combined static and dynamic routing is
achieved when compared with the shortest path routing strategy and the static weighted routing strategy. Moreover, we
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Fig. 9. Packet drop probability (η) in four scale-free on lattice networks with different sizes N = 64, 256, 1024 and 2500. Results for different routing
strategies are compared: (a) the shortest path routing algorithm, (b) staticweighted routing strategy and shortest path routing (ηopt1/η), (c) dynamic routing
algorithm and shortest path routing (ηopt2/η), and (d) combined static and dynamic routing strategies and static weighted routing strategy (ηopt1+2/ηopt1).
The value of node transfer capacity used in this figure is fixed (C = 4).

found that the dynamic deflection routing can further improve network information transport capacity when combined
with the efficient path routing strategy both in small and large networks.
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