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Noncommutativity and T-Duality

Romanian Journal of Physics 57 No. 5-6 (2012) 816-829.

Kategorija M23

9. Lj. Davidović, B. Sazdović
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Nontrivial Kalb-Ramond field of the effective non-geometric background
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Nauqna aktivnost

�ubica Davidovi� zaposlena je kao istra�ivaq saradnik u Institutu za fiziku

u okviru nauqno-istra�ivaqkog projekta Ministarstva prosvete, nauke i tehnolo-

xkog razvoja Republike Srbije, pod nazivom "Fiziqke implikacije modifikovanog

prostor-vremena".

Osnovna tema istra�ivaqkog rada �ubice Davidovi� odnosi se na ispitiva�e

teorija otvorene i zatvorene bozonske strune u slabo zakriv	enom prostoru. Slabo

zakriv	eno prostor-vreme jedno je od najjednostavnijih koordinatno zavisnih rexe-

�a prostorno-vremenskih jednaqina kreta�a za pozadinska po	a, koje se dobijaju iz

uslova konformne invarijantnosti kvantne teorije. Ovo prostor-vreme se sastoji

iz konstantnog simetriqnog po	a metrike, konstantnog skalarnog po	a dilatona i

antisimetriqnog Kalb-Ramonovog po	a koje linearno zavisi od koordinata i ima

beskonaqno malu jaqinu po	a. Ispitiva�em otvorenih i zatvorenih struna koje

se kre�u u slabo zakriv	enom prostor-vremenu, provereni su i uopxteni metodi i

va�e�e karakteristike teorije razvijeni i uoqeni u sluqaju struna koje se kre�u u

konstantnim pozadinskim po	ima.

Za otvorenu bozonsku strunu u potpunosti su ispitani graniqni uslovi na kra-

jevima strune. Nakon odre�iva�a rexe�a graniqnih uslova, na�ene su efektivne

teorije na ovim rexe�ima i ispitana nekomutativnost koordinata otvorene strune

[3,4,7,8,10]. Problemu rexava�a graniqnih uslova je pristup	eno na dva razliqita

naqina. U radovima [3,4,7], uzeto je da graniqni uslovi predstav	aju veze. Di-

rakovom procedurom konzistentnosti, dobijeno je beskonaqno mnogo veza koje su po-

tom objedi�ene u dve, koje zavise od prostornog parametra svetske povrxi. Ekspli-

citan oblik ovih veza odre�en je analizom strukture pojedinaqnih veza, pronala�e-

�em �ihove funkcionalne zavisnosti, uoqava�em da se deo sabiraka parametarski

zavisnih veza mo�e predstaviti kao vixestruki integral. Odre�iva�em vrednosti

ovih integrala za karakteristiqne sabirke, prona�eno je da su parametarski zavi-

sne veze jednostavnog oblika. One zavise od parnih i neparnih delova koordinate i

�ihovih izvoda po parametrima svetske povrxi ali i od integrala izvoda po vre-

menskom parametru parnog dela koordinate. Ako se zapixu u kanonskom obliku, one

postaju funkcije parnog i neparnog dela impulsa i integrala parnog dela impulsa.

Ovakav �ihov oblik iskoristili smo pri �ihovom rexava�u.

Oblik dobijenih parametarski zavisnih veza je takav da je �ihovo rexe�e dato

izrazima za neparne delova koordinate i impulsa u funkciji �ihovih parnih de-

lova. Uslov jedinstvenosti rexe�a veza u obe kraj�e taqke strune mo�e se zadovo	i-

ti proxire�em domena i nameta�em 2π-periodiqnosti poqetnoj koordinati. Efe-
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ktivna teorija je ograniqena ovim rexe�em polazna teorija. Osnovne promen	ive

efektivne teorije su parni delovi polaznih promen	ivih. Efektivni hamiltoni-

jan definixe se uobiqajeno ali u odnosu na efektivne promen	ive. Dobija se da se

zatvorena efektivna struna, stune koja se kretala u konstantnim po	ima, kre�e u

efektivnom po	u metrike koje je jednako razlici poqetne metrike i qetvorostrukog

kvadrata poqetnog Kalb-Ramonovog po	a. U sluqaju slabo zakriv	enog prostor-

vremena u kome je konstantan deo Kalb-Ramonovog po	a jednak nuli dobija se da je

efektivna metrika jednaka poqetnoj a efektivno Kalb-Ramonovo po	e nula. Me-

�utim, u sluqaju opxteg slabo zakriv	enog prostor-vremena dobija se kompliko-

vanije efektivno prostor-vreme. Kao prvo postoji efektivno Kalb-Ramonovo po	e.

Kao drugo oba efektivna pozadinska po	a su koordinatno zavisna. Efektivna

metrika je jednaka razlici poqetne metrike i qetvorostrukog kvadrata polaznog

Kalb-Ramonovog po	a u funkciji efektivne koordinate. Efektivno Kalb-Ramono-

vo po	e je izra�eno preko konstantnog dela efektivne metrike i nekonstantnog dela

parametra nekomutativnosti. Parametar nekomutativnosti jav	a se kao funkcija

veliqine koja je proporcionalna integralu efektivnog impulsa (u hamiltonovskom

zapisu) ili integralu izvoda po vremenskom parametru efektivne koordinate (u

lagran�evskom zapisu). Interpretacija ove veliqine tra�ena je razmatra�em je-

dnaqina kreta�a u nultom redu. Pokazuje se da je ona ustvari T-dual efektivne

koordinate. Dakle, efektivna pozadinska po	a u sluqaju slabo zakriv	enih po-

laznih pozadinskih po	a su funkcije efektivne koordinate i �enog T-duala.

Nekomutativnost koordinata efektivne teorije mogla je biti ispitivana kori-

x�e�em Dirakove zagrade u qiju su definiciju uk	uqene veze druge klase teorije.

Parametarski zavisne veza koje smo odredili su druge klase osim �ihovih nultih

modova koji su prve klase. Umesto definisa�a Dirakovih zagrada, ove veze su

rexene. Kako je na rexe�u veza koordinata data kao funkcija efektivne koordi-

nate q i efektivnog impulsa p koji me�usobno ne komutiraju, ni koordinate ne

komutiraju. Komutacione relacije raqunali smo korix�e�em Poasonove zagrade

koja je modifikovana zbog promene fundamentalnih promen	ivih kao i �ihovog

domena. Nulti modovi veza su generatori globalne simetrije, koju smo iskoristi-

li da bismo uklonili koordinatu centra mase. Dobili smo da u sluqaju kada se

struna kre�e u ravnom prostor-vremenu �ene koordinate ne komutiraju jedino na

krajevima, tj. na Dirihleovoj brani, pri qemu je parametar nekomutativnosti ko-

nstantan. U sluqaju slabo zakriv	enog prostor-vremena sa bµν = 0 tako�e postoji

nekomutativnost jedino na krajevima strune pri qemu je u ovom sluqaju parame-

tar nekomutativnosti istog oblika kao i u konstantnom sluqaju. Kompletnu sliku

dobili smo razmatraju�i slabo zakriv	eno prostor-vreme. Dobija se, da koordi-

nate ne komutiraju ni na krajevima strune, ni u �enoj unutrax�osti. Parametri
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nekomutativnosti su veoma komplikovani i zavise i od efektivne koordinate i od

integrala efektivnog impulsa.

Dirakov postupak kojim se obezbe�uje konzistentnost veza, koji je prime�en u

radovima [3,4,7], nije me�utim jedini naqin na koji se mogu tretirati graniqni

uslovi teorije. U radovima [8,10], graniqne uslove smo rexili neiterativno. Ko-

ordinata je razdvojena na parni i neparni deo, kao i jednaqine kreta�a i graniqni

uslovi. Poxlo se od ideje da se kao i u sluqaju ravnog prostor-vremena graniqni

uslovi i jednaqine kreta�a mogu rexiti izra�ava�em neparnog dela koordinate

u funkciji parnog dela koordinate. Pretpostavili smo da su prvi izvodi po

parametrima svetske povrxi neparnog dela koordinate q̄µ, linearne funkcije prvih

izvoda parnog dela koordinate qµ. Deta	nom analizom parnosti pretpostav	enog

oblika rexe�a, uslova �egove samokonzistentnosti, jednaqina kreta�a, graniqnih

uslova, kao i zahtevom da rexe�e bude u skladu sa sluqajem konstantnih pozadi-

nskih po	a doxlo se do jednaqina za �egove nepoznate koeficijente. One su rexene.

Dobijeni su rezultati u skladu sa radovima [3,4,7], na mnogo jednostavniji naqin.

Ovim smo upotpunili istra�iva�a vezana za otvorenu bozonsku strunu i rexava�e

�enih graniqnih uslova.

Jedan od najznaqajnijih rezultata sprovedenih istra�iva�a je uopxte�e sta-

ndardnog metoda T-dualizacije za zatvorenu bozonsku strunu u slabo zakriv	enom

prostor-vremenu [11,12]. T-dualnost je jedna od najzanim	ivijih osobina teorije

struna, ne jav	a se u drugim teorijama i smatra se da je posledica drugaqije prirode

same strune u odnosu na taqkaste objekte. Za sluqaj kada se zatvorena struna kre�e

u ravnom prostor-vremenu postojala je Buxerova procedura kojom je polaze�i od

neke teorije mogu�e odrediti �oj T-dualnu. Ova procedura bila je uopxtena i na

sluqaj koordinatno zavisnog prostor-vremena, ali kada pozadinska po	a ne zavise

od kompakte koordinate po kojoj se vrxi T-dualizacija. T-dualizaciju po svim

koordinatama za strunu u slabo zakriv	enom prostoru izvrxena je po novoj pro-

ceduri T-dualizacije koja od stare procedure preuzima osnovne korake. Globalnu

simetriju pomaka koordinata potrebno je lokalizovati. Da bi se to uradilo uvode

se gradijentna po	a vµα. Izvodi po parametrima svetske povrxi se zame�uju ko-

varijantnim izvodima, koji su konstruisani da budu gradijentno invarijantni. Za-

menom obiqnih izvoda u dejstvu kovarijantnim dobija se gradijentno invarijantno

dejstvo u sluqaju kada pozadinska po	a ne zavise od koordinata po kojima se vrxi

T-dualizacija. Me�utim, kada pozadinska po	a zavise od svih koordinata, dejstvo

dobijeno na ovaj naqin nije gradijentno invarijantno. Najva�niji korak nove pro-

cedure T-dualizacije je zamena koordinata u argumentu pozadinskih po	a �ihovim

uopxte�em koje je dato kao funkcija uvedenih gradijentnih po	a vµα. Invarijantne

koordinate definisane su kao linijski integral kovarijantnih izvoda prvobitnih
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koordinata, i jednake su sumi razlike polaznih koordinata na krajevima linije

i linijskog integrala gradijentnih po	a. Da bi polazna i kraj�a teorija bile

fiziqki ekvivalentne, lagran�ijanu se dodaje qlan sa Lagran�evim mno�ite	em.

Fiksira�em gradijentnog uslova dobija se teorija koja je na jednaqinama kreta�a

za Lagran�ev mno�ite	 jednaka poqetnoj teoriji. Na jednaqinama kreta�a za gra-

dijentna po	a vµα ona prelazi u T-dualnu teoriju, gde ulogu T-dualnih koordinata

imaju Lagran�evi mno�ite	i.

Ovako definisanu proceduru, primenili smo dvaput. Prvo je prime�ena na

teoriju bozonske stune u slabo zakriv	enom prostor-vremenu, za koju je i konstru-

isana. Iterativno su rexene jednaqine kreta�a dobijene varira�em po gradije-

ntnim po	ima, gradijentno fiksiranog dejstva. Preostale jednaqine kreta�a na

tom rexe�u predstav	aju jednaqine kreta�a T-dualne teorije. Zamenom ovog re-

xe�a u gradijentno fiksirano dejstvo dobija se T-dualno dejstvo iz kojeg zaista

sledi T-dualna jednaqina kreta�a. Za razliku od polazne teorije koja je data kao

funkcija koordinate strune, T-dualna teorija je definisana preko koordinate i

�oj T-dualne. T-dualna metrika jednaka je inverzu efektivne metrike za otvorenu

strunu a T-dualno Kalb-Ramonovo po	e proporcionalno parametru nekomutativno-

sti otvorene strune. Drugi put procedura je prime�ena na T-dualnu teoriju. Kao

rezultat dobijena je ponovo polazna teorija. Sprovo�e�e ove procedure u oba smera,

omogu�ilo nam je da odredimo T-dualne zakone transformacija koordinata. Ove

zakone iskoristili smo da bismo odredili relacije nekomutativnosti koordinata

zatvorenih struna [13]. Dobija se da je polaznoj teoriji koja opisuje komutativnu

zatvorenu strunu koja se kre�e u slabo zakriv	enom prostor-vremenu, fiziqki ekvi-

valentna nekomutativna T-dualna teorija. Dobijene su kompletne relacije neko-

mutativnosti. Ispitali smo i da li se i na koji naqin u sluqaju slabo zakri-

v	enog prostor-vremena me�aju poznate karakteristike T-dualnosti, preslikava�e

impulsa u brojeve namotaja i jednaqina kreta�a u Bjankijeve identitete i obrnuto.

Tako�e, pokazali smo i da kvantni opis predlo�ene procedure rexava neke globalne

probleme klasiqne teorije. Struktura nove T-dualizacione procedure je takva da

bi ona mogla biti primen	iva na xiri skup sigma modela za strunu. Ostaje da se

ispita za koja pozadinska po	a je ona zaista primen	iva.
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Drugi deo istra�iva�a �ubice Davidovi�, u pogledu problematike koju obra-

�uje i metoda koji se koriste, mo�e se svrstati u oblast zasniva�a kvantne mehanike

formulisane u faznom prostoru [1],[2],[5],[6].

U radu [1] izveden je opxti izraz za sred�e vreme dolaska kvantne qestice u

zadatu oblast prostora malih dimenzija (pribli�no geometrijsku taqku). Izraz je

izveden korix�e�em Vignerove formulacije kvantne mehanike u faznom prostoru.

U toj formulaciju kvantno sta�e opisuje se obiqnom funkcijom dveju promen	ivih

na faznom prostoru ( a ne vektorom u Hilbertovom prostoru), koja je u jednoznaqnoj

vezi sa talasnom funkcijom kvantnog sta�a. Sred�e vrednosti operatora dobijenih

kvantova�em po Vejlu dobijaju se iz izraza koji je po matematiqkoj strukturi isti

kao odgovaraju�i izraz za sred�u vrednost u klasiqnoj statistiqkoj mehanici, pri

qemu umesto klasiqne funkcije raspodele klasiqnog sta�a figurixe Vignerova

funkcija posmatranog kvantnog sta�a a kao predstavnik operatora qija se sre-

d�a vrednost raquna, figurixe klasiqna funkcija na faznom prostoru iz koje je

taj operator nastao kvantova�em po Vejlu. U raquna�u sred�eg vremena dolaska

posebna pa��a posve�ena je jednodimenzionom kreta�u. Pokazano je da su beskona-

qne vrednosti koje se u ovom sluqaju dobijaju za sred�e vrednosti vremena dolaska

ako se Vignerov pristup primeni na formalno direktan naqin, samo matematiqki

artefakti. Na�en je naqin, zasnovan na korektoj fiziqkoj interpretaciji, da se ova

texko�a izbegne. Analizirano je asimptotsko ponaxa�e izraza za vreme dolaska

kvantne qestice, koja je na poqetku posmatra�a bila u koherentnom sta�u, u koordi-

natni poqetak. Pokazano je da je vode�i qlan u ovom asimptotskom razvoju jednak

koliqniku sred�e vrednosti koordinate i sred�e vrednosti brzine, oko kojih je

posmatrano koherentno sta�e centrirano.

U radu [2] razmatrane su matematqke texko�e koje nastaju ako se faza kvantnog

harmonijskog oscilatora definixe, po klasiqnoj analogiji, kao razlika logari-

tama operatora anihilacije i kreacije. Ukazano je na neke grexke i kontradikcije

prisutne u literaturi, pa i u vrhunskim qasopisima, do kojih takav pristup dovodi.

Deta	no je ukazano na korene tih grexaka qija je geneza slede�a. Spektralna teo-

rema za hermitske operatore uopxtava reprezentaciju takvih operatora preko kom-

pletnog skupa svojstvenih funkcija, na sluqaj kada spektar operatora nije samo

diskretan nego mo�e sadr�ati sopstvene vrednosti i u kontinuumu. Ta se gene-

ralizacija ostvaruje uvo�e�em operatorskog razlaga�a jedinice. Dobro je poznato

da koherentna sta�a harmonijskog oscilatora razla�u jedinicu i da qine preko-

mpletan skup funkcija. Direktan raqun pokazuje da se bilo koja cela funkcija

operatora kreacije ili anihilacije, i �eno delova�e na neki vektor u Hilberto-

vom prostoru, mo�e definisati jednostavno i direktno, koriste�i to razlaga�e

jedinice, na potpuno analogan naqin kao i u sluqaju hermitskih operatora. Za
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funkcije koje nisu cele, tj. koje ne mogu biti prikazane samo jednim potencijalnim

redom u qitavoj kompleksnoj ravni, takav pristup je nekorektan mada je nekritiqki

korix�en u mnogim radovima, a nu�no dovodi do pogrexnih i ponekad besmislenih

rezultata. U radu [2] ukazan je jedan naqin kako se te texko�e mogu prevazi�i ako se

od prekompletnog skupa koherentnih sta�a pre�e na u�i skup ovih sta�a biranih

samo na fon Nojmanovoj rexetki, tako da prestaju biti prekompletna ve� postaju

kompletna.

U radovima [5] i [6] razmatraju se razne kvantne kvazidistribucije na faznom

prostoru i ispituju �ihove osobine pri transformacijama sliqnosti �ihovih pro-

men	ivih. Dokazano je da u klasi Koenovih kvazidistribucija, koja obuhvata pra-

ktiqno sve kvazidistribucije koje se koriste u kvantnoj mehanici, samo Husimijeve

funkcije posle transformacije sliqnosti sa parametrom transformacije koji je

po modulu ma�i od jedinice, ostaju i da	e Husimijeve funkcije, odnosno i posle

transformcije opisuju fiziqka sta�a. Izvrxena je deta	na analiza raznih veza

koje postoje izme�u Husimijevih funkcija, Vignerovih funkcija i simplektiqkih

tomograma. Na�ene su Vignerove funkcije i simplektiqki tomogrami, koji odgo-

varaju Husimijevoj funkciji posle transformacije sliqnosti �enih nezavisnih

promen	ivih. Dobijeni opxti rezultati prime�eni su na Fokova sta�a harmoni-

jskog oscilatora.
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